VITTORIO EM. Ili 






Palchetto 



a a* 

i 




. 

' Digitized by Google ; 




XiSilStfl 

DI 

GEOMETRIA SOLIDA, 

CON NOTE-, 

DEI SIGttOR 

A. M. LEGEKDUE 

MEMBRO DELL* ISTITUTO E DELLA LEGIONE D’ONORE, 
DELLA SOCIETÀ’ REALE DI LONDRA , se. 



QUARTA EDIZIONE NAPOL1TANA , PATTA SVELA DODICESIMA 
francese; CORRETTA ED ACCRESCIUTE DI NOTE 



D A 






NAPOLI 

DALLA TIPOGRAFIA DI RAFFAELLO Di NAPOLI 
Strada S. Anna de Lombardi n.° 6. 

1850. 



Digitized by Google 



N. B. Le noie dell' autore per maggior comodo si son ripor- 
tate in fine della Trigonometria : le aggiunte da noi fotte alla 
presente edizione saranno contrassegnate con una ci ocello (f ). 
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LIBRO V. 

DE’ PIANI , E DEGLI ANGOLI SOLIDI. 
% %% » %%%» 



DEFINIZIONI. . 

1. Tjju linea retta é perpendicolare ad un piano allorché 
essa è perpendicolare a tutte le rette che passano pel suo piede 
nel piano(l).Reciprocamente il piano è perpendicolare alfa linea. 

Il piede della perpendicolare è il punto dove questa linea 
incontra il piano. 

il. Una linea è parallela ad un piano quando non può 
incontrarlo, a qualunque distanza si prolunghino l’uno e l'al- 
tra. Reciprocamente il piano è parallelo alla linea. 

ut. Due piani son paralleli fra loro quando non possono 
inai incontrarsi, a qualunque distanza si prolunghino l’uno 
e 1* altro. 

ìv. Si dimostrerà (2) che l’ intersezione comune di due pia- • 
ni che s’ incontrano è una linea retta : posto ciò 1’ angolo o 
l’ inclinazione scambievole di due piani è la quantità più o 
meno grande per cui sono discosti 1’ uno dall’ altro ; questa 
quantità (3) si misura dall’ angolo che fanno fra loro due 
perpendicolari tirate in ciascuno di questi piani da un mede- 
simo pnnto dell’ intersezione comune. 

Quest’ angolo può essere acuto , retto od ottuso. 

v. Se è retto , i due piani son perpendicolari fra loro. 

vi. Angolo solido è lo spazio angolare compreso tra più 
piani che si riuniscono in un medesimo punto. 

Così 1* angolo solido S è formato dalla riunione degli an- 
goli piani ASB , BSC , CSD , DSA ( Fig. 199 ). 

(1) A. - (2) 3. - (3 yT" 
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Geometria Solida 

Sono necessari almeno ire angoli piani per formare un 
angolo solido. 

PROPOSIZIONE I. 

_ . • t 

TEOREMA. 

Una linea retta non può essere parte sopra un piano , 
e parte fuori di esso. 

Poiché, secondo la definizione del piano, una linea reità 
che ha due punii comuni con un piano , è tutta intera nel 
piano. 

Scolio. Per conoscere se una superficie è piana , bisogna 
applicare una linea retta in differenti direzioni su questa su- 
perficie , e vedere se la tocca in tutta la sua estensione. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

Due linee rette che si tagliano sono t'n un medesimo pia- 
no , e ne determinano la posizione. 

Sieno AB, AC ( Fig. 181 ) due linee rette che sì taglia- 
no in A : si può concepire un piano dove si trova la linea 
retta AB : se in seguilo si fa girare questo piano intorno ad 
AB finché passi pel punto C, la linea AC che ha due dei suoi 
punti A e C in questo piano vi sarà tutta intera; dunque la 
posizione di questo piano è determinala dalla sola condizione 
di contenere le due rette AB, AC. 

Corollario 1. Un triangolo ABC, o tre punti A, B, C, non 
in linea retta , determinano la posizione d’ un piano. 

Corollario li. Dunque anche due parallele AB , CD , 
(Fig. 1S2. ) determinano la posizione d’ un piano; perchè se 
sarà quello delle parallele AB , CD. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Se due piani si tagliano , la loro comune intersezione 
sarà una linea retta. 

Poiché se tra i punti comuni ai due piani se ne trovas- 
sero tre che non fossero in linea retta , i due piani di cui si 
tratta , passando ciascuno per questi tre punti , non ne fa- 
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Libro V. 5 

rebbero che un solo e medesimo piano ( 1 ) ; il che è contro 
la supposizione. 

PROPOSIZIONE IV. 

T 0 E B E M A. 

Se una linea retta AP ( Fig. 183 ) è perpendicolare a 
due altre PB, PC , che s’ intersecano al suo piede nel piana 
MN , essa sarà perpendicolare a qualunque altra retta PQ 
condotta pel suo piede nel medesimo piano , e quindi essa sa- 
rà perpendicolare al piano MN. 

Per un punto Q , preso ad arbitrio sopra PQ , tirisi la 
retta BC, nell’angolo BPC , di maniera che sia BQ=QC (2) : 
si tirino AB , AQ , AC. 

La base BC essendo divisa in due parti eguali nel punto 
Q , il triangolo BAC darà (3) 

AC + AB = 2AQ + 2QC. 
il triangolo BPC darà parimente 

Pc’+ PB = 2PQ -f- 2QC . 

Togliendo questa seconda eguaglianza dalla prima , ed osser- 
vando che i triangoli APC , APB , ambedue rettangoli in P, 

danno AC — PC*= ÀP , e AB - PB%= AP , si avrà 

AP -J-Xl> = 2AQ — 2PQ. 

Dunque , prendendo Me metà da ambe le parli , si ha 

AP = AQ — PQ , ovvero AQ=AP-f-PQ -, dunque il triangolo 
APQ è rettangolo in P ( 4)5 dunque AP è perpendicolare a PQ. 

Scolio. Si vede da ciò, che non solamente è possibile che 
una linea retta sia perpendicolare a tutte quelle che passano 
pel suo piede in un piano, ma che ciò accade sempre che que- 
sta linea è perpendicolare a due sole rette condotte nel pia- 
no -, il die dimostra la legittimità dell!) definizione I. 

Corollario /. La perpendicolare AP è più corta d’unob- 
bhqua qualunque AQ -, essa dunque misura la vera distanza 
dal punto A al piano PQ. 



(1) 2 (2) Trob. 3,3.- (3) 14 , 3. - (4) 13 , 3. 
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Geometria Solida. 

Corollario II. l)a un punto P dato sopra un piano non 
si può aliare che una sola perpendicolare a questo piano : 
perché se si potessero alzare due perpendicolari dal medesi- 
mo punto P, si faccia passare per queste due perpendicolari un 
diano, la cui intersezione col piano !NM sia PQ -, allora le due 
p< rpendicolari proposte , sarebbero perpendicolari alla linea 
PQ nel medesimo punto e nel medesimo piano , il che è im- 
possibile. 

È parimente impossibile d’ abbassare da un pnnto dato 
fuori di un piano due perpendicolari , poiché sieno AP, AQ 
queste duo perpendicolari -, allora il triangolo APQ avrebbe 
due angoli retti APQ , AQP ; il che è impossibile. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Le obblique egualmente lontane dalla perpendicolare sono 
eguali ; e di due obblique disugualmente lontane dalla per- 
pendicolare quella che più si allontana è la maggiore. 

Poiché essendo retti gli angoli APB, APC, APD (Fig. 184), 
se si suppongono le distanze PB, PC, PD , uguali fra loro, i 
triangoli APB , APC , APD , avranno un angolo uguale com- 
preso fra lati uguali-, dunque saranno uguali -, onde le ipote- 
nuse , o le obblique AB , AC, AD , saranno uguali fra loro. 
Parimente, se la distanza PE è maggior di PD , o della sua 
uguale PB, è chiaro che l’obbliqua AE sarà maggiore di AB, 
o dalla sua uguale AD. 

Corollario. Tulle le obblique uguali AB , AC, AD, ecc. 
terminano alla circonferenza BCD descritta dal piede P della 
perpendicolare come centro ; dunque; essendo dato un punto 
A fuori d'un piano, se si vuol trovare su questo piano il pun- 
to P ove cadrebbe la perpendicolare abbassata da A, bisogna 
segnare su questo piano tre punti B, C, D, ugualmente lon- 
tani dal punto A , e cercare indi il centro del cerchio che 
passa per questi punti : questo centro sarà il punto cerca- 
to P. 

Scolio. L’ angolo ABP è ciò , che si chiama l’ inclina- 
zione dell' obbliqua AB sul piano MN ; si vede che questa 
inclinazione è uguale per tulle le obblique AB , AC , AD , 
ecc. , che si allontanano ugualmente dalla perpendicolare , 
perchè tutti i triangoli ABP, ACP, ADP , ec. sono uguali fra 
loro. 
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PROPOSIZIONE VI. 

T K O lì E M A. 

Sia AP (Fig.185) una perpendicolare al piano MN, e BC 
una linea posta in questo piano ; se dui piede P della per- 
pendicolare si abbassi PD perpendicolare sopra BC , e che si 
congiunga AD , dico che AD sarà jwrpendicolarc a BC. 

Prendasi DB=DC, c si congiungano PB, PC, AB, AC: 
poiché DB = DC , l’obbliqua PB = PC : e per rapporto alla 
.perpendicolare AP, poiché l'B=PC, l’obbliqua AB = AC (1)-, 
dunque la linea AD ha due dei suoi pumi A eD ugualmente 
distaine dalle estremità B e C -, dunque AD è perpendicolare 
sulla metà di BC. 

Corollario. Si vede nel medesimo tempo che BC $ per- 
pendicolare al piano APD , poiché BC è perpendicolare nel 
tempo stesso alle due rette AD , PD (a). 

Scolio. Le due linee AE, BC olirono 1’ esempio di due 
linee rette che non s’ incontrano perché non sono situale iu 
un medesimo piano. La più corta distanza di queste linee è la 
retta PD, che è ad un tempo stesso perpendicolare alla linea 
AP ed alla linea 15C. La distanza PD è la più corta fra questo 
due linee; poiché se si congiungano due altri punti, come A e B, 
avremo AB>AD , AD>PI) ; dunque con più ragione AB>PD. 

Le due linee AE , CB , quantunque non situale in un 
medesimo piano , debbono fare mi loro un angolo retto ,. 
perchè AE e la parallela condotta per un dei suoi punti alla 
linea BC farebbero tra loro un angolo retto. Parimente la linea 
AB e la linea PD , che rappresentano due retto qualunque non 
poste nel medesimo piano , debbono far tra loro il medesimo 
angolo che farebbe con AB la parallela a PD condotta per 
uno dei punti dì AB. . ; . 

— ■ : 

(a) f Si vede ancora che l’angolo BAC è minore di BPC; 
infatti essendo AD ipotenusa del triangola rettangolo APD sarà 
AD > PD. Quindi prolungata DP in Q linchè sia DQ = DA , 
si congiungano QC, QB. 1 due triangoli rettangoli ADC, Ql)C, 
avendo AD = QD, e DB comune, saranno eguali, e perciò sarà 
l’angolo CAD = CQD. Inoltre essendo l’angolo esterno CPD= 
CQP+PCQ ( Cordi. VI. 19 1. ) sarà il solo angolo CQP , 
ossia CQD < CPD : ma è 1’ angolo CQD = CAD , dunque sarà 
ancora CAD < CPD. Similmente si dimostra che BAD < BPD , 
e perciò sarà lutto 1’ angolo BAC < BPC. 



Digitized by Google 




8 



Geometria Solida 

PROPOSIZIONE VII. 



TEOREMA. 

Se la linea AP (Fig. 186) è perpendicolare al piano MN 
ogni linea DE parallela ad AP sarà perpendicolare al mede- 
simo piano. . 

Per le parallele AP, DE , tirasi un piano la cui interse- 
cazione col piano MN sarà PD ; nel piano MN conducasi BC 
perpendioolare a PD, e congiungansi AD. 

Secondo il corollario del teorema precedente , BC è per- 
pendicolare al piano APDE ; dunque 1' angolo BDE è retto ; 
ina 1’ angolo EDP è pure retto , poiché AP è perpendicolare 
a PD , e DE è parallela ad AP : dunque la linea DE è per- 
pendicolare alle due rette DP , DB-, essa danque è perpen- 
dicolare al loro piano MN. 

Corollario I. Reciprocamente se le rette AP , DE son 
perpendicolari al medesimo piano MN , esse saranno paralle- 
le ; poiché se non lo fossero , conducasi pel punto D una pa- 
rallela ad AP , questa parallela sarà perpendicolare al piano 
MN; dunque si potrebbero da un medesimo punto D alzare due 
perpendicolari ad un medesimo piano, il che è impossibile (I). 

Corollario li. Due linee A e B parallele ad una terza C 
son parallele fra di loro; poiché s’immagini un piano perpendi- 
colare alla linea C ; le linee A e B parallele a questa perpendi- 
colare , saranno perpendicolari al medesimo piano ; dunque , 
pel corollario precedente , esse saranno parallele fra loro. 

Si suppone che le tre linee non siano in un medesimo 
piano , senza di che la proposizione sarebbe già nota (2). 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

Se la linea AB ( Fig. 187 ) é parallela ad una retta CD 
condotta nel piano MN , essa sarà parallela a questo piano. 

Poiché se la linea AC , che è nel piano ABCD , incon- 
trasse il piano MN , ciò non potrebbe essere che in qualche 
punto della linea CD , intersezione comune dei due piani : 
ora AB non può incontrare CD poiché le è parallela , essa 
dunque non incontrerà neppure il piano MN ; dunque sarà 
parallela a questo piano (3). 



(I) 4. — (2) 23, 1. — (3) Def. 2. 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

Due piani MN , PQ ( Fig. 188 ) perpendicolari ad una 
medesima retta AB son paralleli fra loro. 

Poiché se s’ incontrassero in qualche parte , sia 0 una 
dei loro punti comuni , e congiungansi OA, OB-, la linea AB 
perpendicolare al piano MN è perpendicolare alla retta OA 
condotta pel suo piede in questo piano *, per la medesima ra- 
gione AB è perpendicolare a BO ; dunque OA e OB sarebbe- 
ro due perpendicolari abbassate dal medesimo punto 0 su la i 
medesima linea retta il che è impossibile : dunque i piani 
MN , PQ , non possono incontrarsi ; dunque son paralleli. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Le intersezioni EF, GII (Fig.189) di due piani paral- 
leli MN, PQ , con un terzo piano FG son parallele. 

Poiché se le linee EF , GII situate in uno stesso piano 
non son parallele, essendo prolungate s’ incontreranno ; dun- • 
que i piani MN , PQ ne’ quali esse sono , s’ incontrerebbero 
pure ; dunque non sarebbero paralleli. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

La linea AB ( Fig. 188) perpendicolare al piano MN , è 
perpendicolare al piano PQ parallelo ad MN. 

Avendo tirata a piacere la linea BC nei piano PQ , per 
AB e BC conducasi un piano ABC , la cui intersezione col 
piano MN sia AD -, l’ intersezione AD sarà parallela a BC (I) 
ma la retta AB perpendicolare al piano MN è perpendicolare 
alla retta AD, essa dunque sarà pnre perpendicolare alla sua 
parallela BG , e poiché la linea AB è perpendicolare ad ogni 
retta BC condotta pel suo piede nel piano PQ, ne segue ch’es- 
sa è perpendicolare al piano PQ. 



( 1 ) 10 . 
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PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

L- parallele EG, FU (Fig.189), comprese fra due piani 
paralleli MN , PQ sono uguali. 

Per le parallele EG, EH facciasi passare il piano EGF1F. 
che incontrerà i piani paralleli nelle EF e GII. Le intersezio- 
ni EF, GH son parallele Ira loro(l) come pure EG, FU : dnn- 
que la figura EGHF è un parallelogrammo : dunque EG s= FII. 

Corollario. Segue da ciò, che due piani paralleli sono da 
per tutto ad egual distanza $ poiché se GE ed FII sono per- 
pendicolari ai due piani MN , PQ , esse saranno parallele fra 
loro (2J dunque saranno uguali. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

Se due angoli CAE , DBF ( Fig. 190 ) non situati nello 
stesso piano , hanno i loro lati paralleli e diretti in un me- 
desimo senso , questi angoli saranno eguali , e i loro piani 
saranno paralleli. 

Prendasi AC = BD, AE = BF, e congiungansi CE, DF, AB, 
CD , EF. Poiché AG è uguale e parallela a BD , la figura 
ABDC è un parallelogrammo (3) dunque CD è uguale e pa- 
rallela ad AB. Per una simil ragione EF è uguale e parallela 
ad AB ; dunque ancora CD è uguale e parallela ad EF : la 
figura CEFD è dunque un parallelogrammo ; e perciò il lato 
CE è uguale e parallelo a DF ; dunque i triangoli CAE, DBF 
sono equilateri fra di loro ; e perciò I’ angolo CAE =DBF. 

In secondo luogo dico che il piano ACE è parallelo al 
piano BDF: poiché supponiamo che il piano parallelo a BDF 
condotto pel punto A , incontri le linee EF , €> in punti di- 
versi da C ed E, per esempio in G ed H; secondo la propo- 
sizione XII , le tre linee AB , Gjt’ , FII saranno uguali : ma 
le altre AB, CD , EF , sono pure uguali ; dunque si avrebbe 
CD = GD , ed FH = EF , il che è assurdo *, dunque il piano 
ACE è parallelo a BDF. 

Corollario. Se due piani paralleli MN, PQ sono incori 
trali da due altri piani CABD , EABF , gli angoli CAE, DBF, 
formati dalle intersezioni dei piani paralleli, saranno uguali ^ 

(I) 10. - (2) 7. - (3) 30, 1. 
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purché 1’ intersezione AC è parallela a BD , (I) AE lo è a 
BF \ dunque 1’ angolo CAE = DBF. 

PROPOSIZIONE XIV. 

. TEOREMA. 

Se tre rette AB, CD, EF, (Fig.190) non poste nel mede- 
simo piano , sono uguali e parallele , i triangoli ACE, BDF, 
formati dall’ una parte e dall ’ altra giungendo l’ estremità di 
queste relle saranno uguali , e i loro piani saranno paralleli . 

Poiché siccome AB è uguale e parallela a CD, la figura 
ABDC è un parallellogrammo -, dunque il lato AC è uguale, e 
parallelo a BD. Per la stessa ragione i lati AE, BF sono eguali 
e paralleli , come pure CE , DF-, dunque i due triangoli ACE , 
B1)F sono eguali : si proverà ancora , come nella proposizio- 
ue precedente , che i loro piani sou paralleli. 

PROPOSIZIONE XV. 

T E 0 R B M A. 

Dite rette comprese fra tre piani paralleli sono tagliate 
in parti proporzionali. 

Supponiamo che la linea AB ( Fig. 19i ) incontri i pia- 
ni paralleli MN , PQ , RS , in A, E , B , e che la linea CD 
incontri i medesimi piani in C, F, Dj dico che si avrà AE : 
EB : : CF : FD. 

Tirisi AD, che incontri il piano PQ in G, e congiungansi AC, 
EG, GF, BD: le intersezioni EG, BD , dei piani paralleli PQ, 
RS, col piano ABD , son parallele (2) $ dunque AE : EB : : 
AG : GD 5 parimente , essendo parallele le intersezioni AC , 
GF , si ha AG : GD : : CF : FD ; dunque a cagione del 
rapporto comune AG : GD , si avrà AE : EB : : CF : FD. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

» Sia ABCD ( Fig.192 ) un quadrilatero qualunque po- 
i> sto , o non posto in un medesimo piano , se si taglino t lati 
n opposti proporzionalmente con due rette EF, GII, talmente - 

(i) 10 . - ( 2 ) 10 . ~ 
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» chi si abbia AE : Eli : : DF : FC , e BG : GC : r AII : 

» HD dico che le rette EF , EH , si taglieranno in un punto 

” M di maniera che si avrà HM : MG : : AE : EB, ed EM : 
» MF : : AH : HD. ’ 

« Conducasi per AD un piano qualunque AAHcD , che non 
» passi per GH-, pei punii E, B, C, F, si tirino a GH le pa- 
» rallelle Ee, BA, C c, F /, che incontrino questo piano in e , 
■» A, c, f. A causa delle parallele BA, GH, Cc ( 1 ) , si avrà AH: 
i) He : : BG : GC : r AH : HD ; dunque i triangoli AHA , DHc , 
» sono simili (2). Si avrà di più Ae : eb : : AE : EB , eD/: 

w fc : • DF : FÉ ; dunque Ae : eb : : D/ : fc , ovvero, com- 

* ponendo , Ae : D/ : : Ab : De. Ma, a motivo dei triangoli 
» simili AHA , DHc , si ha AA : De : : AH : HD ; dunque 
» Ae : l)/ r : AH : HD 5 d’ altronde i triangoli AHA , cllD esser»- 
» do simili, l’angolo HAe = HD/; dunque i triangoli Alle, 
» DH/ sono simili (3) ; dunque l’angolo AHe = DII/". Ne se- 
» gue in primo luogo che éttf è una linea retta, e che por- 
» ciò le tro parallele Ee, GH, F /, son poste in un medesimo 
w piano i il quale conterrà le due rette EF , GH , dunque 
» queste debbon tagliarsi in un punto M. Inoltre a cagione 
» delle parallele Ee , MH , F/, si avrà EM : MF : : eli : 
» 11/ : ; AH : HD. 

» Con una costruzione slmile, rapportata ar lato AB, si 
» dimostrerebbe che IIM : MG : : AE : EB. 

PROPOSIZIONE XVH. 

TEO'BEMA. 

L'angolo compreso fra i due piani MAN, MAP , (Fig. 193) 
può esser misuralo, conforme alla definizione , dalV àngolo NAP 
che fanno fra loro le due perpendicolari AN, AO condotte in 
ciascuno di questi piani all’ intersezione comune AM. 

Per dimostrare la legittimità di questa misura , bisogna 
provare l.° eh’ essa è costante , ossia che è sempre la mede- 
sima qualunque sia il punto deir intersezione comune per lo 
quale si conducessero le due perpendicolari. 

Infatti , se si prende un altro punto 31 , e si conducono 
MG nel piano MN, 31B nel piano MP perpendicolari all’ inter- 
sezione comune A3I ; poiché MB , ed AP son perpendicolari 
ad una medesima retta A3f , esse son parallele fra loro. Per 
la medesima ragione MG è parallela ad AN: dunque l’angolo 

(I) 15, 5. — (2) 20 , 3~- (3) 20, 3. 
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BMC = PAN (1); dunque è indifferente i! condurre le per- 
pendicolari dal punto M o dai pnnto A ; l’angolo compreso 
sarà sempre lo stesso. 

2.° Bisogna provare che se 1* angolo dei due piani au- 
menta o diminuisce in un certo rapporto, l’angolo PAN au- 
menterà o diminuirà nello stesso rapporto. 

Nel piano PAN descrivasi col centro A e con un raggio 
qualunque l’arco NDP-, col centro M e con un raggio uguale 
descrivasi l’arco CEB-, tirisi AD comunque: i due piani PAN, 
BMC, essendo perpendicolari ad una medesima retta MA , sa- 
ranno paralleli (2;, dunque le intersezioni AD , ME di questi 
due piani con un terzo AMD saranno parallele-, dunque l’an- 
golo BME sarà eguale a PAD (3). 

Chiamiamo per un momento cuneo l’ angolo formato dai 
due piani PM, MN: posto ciò, se l’angolo DAP fosse uguale 
a DAN , è chiaro che il cuneo DAMP sarebbe uguale al cu- 
neo DAMN 5 perchè la base PAD si adatterebbe esattamente 
su la sua uguale DAN , l’ altezza, AM sarebbe sempre la stes- 
sa : dunqne i due cunei coinciderebbero 1’ uno con l’altro. Si 
vede del pari che se P angolo DAP fosse contennto un certo 
numero esatto di volte nell’angolo PAN, il cuneo DAMP 
sarebbe contenuto altrettante volte nel cuno PAMN. D’altron- 
te dal rapporto in numeri interi ad un rapporto qualunque 
la conclusione è legittima , od è stata dimostrala tale in una 
circostanza interamente simile (4)-, e però, qualunque siasi il 
rapporto dell’ angolo DAP all’ angolo PAN , il cuneo DAMP 
sarà in questo medesimo rapporto col cuneo PAMN 5 dunque 
l’angolo NAP può esser preso per la misura del cuneo PAMN, 
0 dell’angolo che fanno fra loro i due piani MAP, MAN. . 

Scolio. Succede per gli angoli formati da due piani quel- 
lo stesso che succede per gli angoli formati da due rette. Cosi 
allorché due piani s’ intersecano scambievolmente , gli angoli 
opposti al vertice sono uguali, e gli angoli adiacenti equival- 
gono insieme a due angoli retti-, dunque, se un piano è per- 
pendicolare ad un altro , questo ancora è perpendicolare al 
' primo. Parimente nell’ incontro dei piani paralleli con un ter- 
zo piano si avranno le medesime uguaglianze di angoli , e le 
medesime proprietà che nell’incontro di due parallele con una 
terza linea. 



(,) 13. _ (2) 9. - (3) 13. - (4) 17, 2. 
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PROPOSIZIONE XVIII. 



TEOREMA. 

Se la linea AP ( Fig. 194.) è perpendicolare al piano MN, 
ogni piano APB, condotto per AP, sarà ancora perpendicolare 
alto stesso piano MN. 

Sia BC l’ intersezione dei piani AB , MN ; se nel piano 
MN si tiri DE perpendicolare a BP , la linea AP , essendo 
perpendicolare al piano MM , sarà perpendicolare a ciascuna 
delle due rette BC, DE: ma l’angolo APD, formato dalle due 
perpendicolari PA , PD , all’ intersezione comune BP , misura 
P angolo dei due piani AB, MN ; dunque poiché quest’ angolo 
è retto, i due piani son perpendicolari fra loro (1). 

Scolio. Quando tre rette , come AP , BP , DP , son per- 
pendicolari 1’ una all’ altra , ciascuna di queste rette è per- 
pendicolare al piano delle altre due , ed i tre piani son per- 
pendicolari fra loro. 

PROPOSIZIOME XIX. 

TEOREMA. 

Se il piano AB è perpendicolare al piano MN (Fig. 194.), 
e che nel piano AB si elevi la linea PA perpendicolare all'in- 
tersezione comune PB , dico che PA sarà perpendicolare al 
piano MN. 

Poiché se nel piano MN si alzi PD perpendicolare a PB, 
l’ angolo APD sarà retto , perchè i piani son tra loro perpen- 
dicolari : dunque la linea AP è perpendicolare alle due rette 
PB , PD-, e perciò essa è perpendicolare al loro piano MN. 

Corollario. Se il piano AB è perpendicolare al piano MN, 
e per un punto P dell’ intersezione comune si elevi una per- 
pendicolare al piano MN, dico che questa perpendicolare sarà 
nel piano AB-, poiché, se non fosse tale, si potrebbe condurre 
nel piano AB una perpendicolare AP all’ intersezione comune 
BP , la quale sarebbe nel medesimo tempo perpendicolare al 
piano MN-, ed allora dal medesimo punto P si sarebbero alzale 
due perpendicolari al piano MN ; il che è impossibile (2). 



(1) Dcf. 8. — (2) 4. 
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PROPOSIZIONE XX. 

T E 0 B E M A,. 

Se due piani AB , AD ( Fig. 194. ) sono perpendicolari 
ad un terzo MN , la loro intersezione comune AP sarà per- 
pendicolare a questo terzo piano. 

Poiché se dal punto P si alzerà la perpendicolare al pia- 
no MN , questa perpendicolare dovrà trovarsi nel medesimo 
tempo nel piano AB e nel piano AD (1) *, essa dunque è là 
loro comune intersezione AP. 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. 

Se un angolo solido sarà formato da tre angoli piani , la 
somma di due qualunque di questi angoli sarà maggiore del terso. 

Non v’è bisogno di dimostrar la proposizione se non quan- 
do 1 ’ angolo piano che si paragona con la somma degli altri 
due è maggiore di ciascuno di questi. Sia dunque I’ angolo 
solido S ( Fig. 195. ) formato da tre angoli piani ASB, ASC, 

BSC, é suppongasi che l’angolo ASB sia il maggiore dei tre^ 
dico che si avrà ASB<ASC-{- BSC. 

Nel piano ASB si faccia l'angolo BSD = BSC : si tiri co- 
munque la retta ADB;cd avendo preso SC = SD, si congiun- 
gano le rette AC , BC. 

I due lati BS , SD sono uguali ai due BS , SC , P angolo 
BSD=BSC ; dunque i due triangoli BSD , BSC sono uguali 5 
e perciò BD=BC. Ma si ha AB<AC-f-BC: togliendo dall’ima 
parie BD,e dall’altra la sua eguale BC, resterà AD<AC. 1 
due lati AS , SD sono uguali ai due AS , SC , il terzo AD è 
minore del terzo AC 5 dunque (2) l’angolo ASD< ASC. Aggiun- 
gendo BSD=BSC v si avrà ASE + BSD, ovvero ASB<ASC-f BSC. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

La somma degli angoli piani che formano un angolo so- 
lido , è sempre minori di quattro angoli retti. 

' Si tagli 1’ angolo solido S (Fig. 190.) con un piano qua- t 

(0 Cor. 9. — ( 2 ) io. 1. 
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lunque ABCDE; da un punto 0 prese in questo piano si con- 
ducano a lutti gli angoli le rette OA , Oli , OC , OD , OE. 

La somma degli angoli de’ triangoli ASB , ASC , ecc. , fatti 
intorno ai vertice S , equivale alla somma degli angoli d’ un 
egual numero di triangoli AOB , BOC , ecc. fatti intorno ftl 
vertice 0. Ma al punto B gli angoli ABO, OBC presi insieme ' 
fanno I’ angolo ABC minore della somma degli angoli ABS , 
SBC (1) ; similmente al punto C si ha BCO-f-OCD <BCS 
+SCD; e cosi rispetto a lutti gli angoli del poligono ABCDE. 
Segue da ciò che nei triangoli il cui vertice è in 0 , la som- 
ma degli angoli alla base è minore della somma degli angoli 
alla base dei triangoli il cui vertice è in S; dunque in com- 
pensazione , la somma degli angoli fatti intorno al punto O è 
maggiore della somma degli angoli intorno al punto S. Ma la 
somma degli angoli intorno al punto 0 è eguale a quattro an- 
goli retti (2) •, dunque la somma degli angoli piani , che for- 
mano l’angolo solido S è minore di quattro angoli retti (a) 
Scolio. Questa dimostrazione suppone che l’angolo solido 
sia convesso , ovvero che il piano d’ una faccia prolungato 
non possa mai tagliare 1’ angolo solido , se fosse altrimenti , 
la somma degli angoli piani non avrebbe più limite , e po- 
trebbe essere d'una grandezza qualunque. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

T E 0 B E M A. 

Se due angoli solidi son composti di tre angoli piani re- 
spetlioamente uguali, i piani nei quali sono gli angoli uguali , 
saranno ugualmente inclinati fra loro. 

Sia l’ angolo ASC = DTF (Fig. 197 ), l’angolo ACB = DTE 



(t) 21. — (2) 5, 1. — 

(a) f Ecco un’altra dimostrazione più breve , e più chia- 
ra di questo teorema. 

Si tagli l’angolo solido S con un piano ABCDE , si ab- 
bassi dal vertice S su questo piano la perpendicolare SO, e si u- 
niscano AO, BO , CO, DO, EO, ecc. Essendo per la Nota (a) 
della proposizione VI. l’angolo ASB<AOB, BSC<BOC, CSD 
<COD ec. sarà la somma di tutti gli angoli piani che forma- 
no 1’ angolo solido S minore della somma di tutti gli angoli 
fatti intorno al punto 0 , ma la somma di questi è uguale a 
quattro retti , dunque la somma di lutti gli angoli piani che 
formano l’ angolo solido S è minore di quattro angoli retti. 
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e l’ angolo BSC = ETF; dico che i due- piani ASC, ASB, avran- 
no fra loro una- inclinazione eguale a quella dei due piani 
DTF , DTE. 

Si prenda SB ad arbitrio , si abbassi BO perpendicolare 
al piano ASC-, dal punto 0, dove questa perpendicolare incon- 
tra il piano , si tirino OA, OC perpendicolari sopra SA , SC, ; 
c si congiungano AB, BC -, si prenda in seguilo TE = SB-, si 
abbassi EP perpendicolare sul piano DTF; dal punto P si ab- 
bassino PD, PF perpendicolari sopra TD , TF ; infine si con- 
giungano DE , EF. 

Il triangolo SAB è rettangolo in A , ed il triangolo TDE 
in D (1); e poiché l'angolo ASB = DTE, si ha pure SBA=TED. 
D’ àllronte SB = TE ; dunque il triangolo SAB è uguale al 
triangolo TDE (2); dunque SA = TD, ed AB=DE% Si dimostre- 
rà similmente che SC=TF , e BC==EF. Ciò posto , il qua- 
drilatero SAOC è uguale al quadrilatero TDPF ; poiché adat- 
tando l’angolo ASC sul suo uguale DTF, a cagione di SA = 
TD, e di SC = TF , il punto A , cadrà in D , ed il punto C, 
in F. Nel medesimo tempo AO , perpendicolare ad SA, cadrà 
sopra DP perpendicolare a TD , e parimenti OC sopra PF ; 
dùnque il punto 0 cadrà sul punto P , e si avrà OA = DP. 
Ma i triangoli AOB , DPE son rettangoli in 0 e P , I’ ipote- 
nusa AB = DE ed il lato A0=DP -, dunque* questi triangoli 
sono uguali (3); onde l’angolo OAB = PDE Ora l’angolo OAB, 
è l’ inclinazione de’ due piani ASB , ASC ; e I’ angolo PDE è 
quella dei due piani DTE , DTF -, dunque queste due inclina- 
zioni sono uguali fra loro. 

Bisogna osservare intanto che 1’ angolo A del triangolo 
rettangolo OAB non è propriamente l’ inclinazione dei due 
piani ASB, ASC, se non quando la perpendicolare BO cadrà 
per rapporto a SA dalla medesima parte di SC ; chè se cades- 
se dall’altra parte, l’angolo dei due piani sarebbe ottuso, ed 
unito all’ angolo A del triangolo OAp farebbe due angoli ret- 
ti. Ma nel medesimo caso l’angolo dei due piani TDE, TDF-, 
sarebbe parimente ottuso, ed aggiunto all’ angolo D del trian- 
golo DPE, farebbe due angoli retti-, dunque, siccome l’ango- 
lo A sarebbe sempre uguale a D, si concluderebbe similmen- 
te che l’inclinazione dei due piani ASB, ASC è uguale a quel- 
la dei due piani TDE, TDF. 

Scolio. Se due angoli solidi son composti di tre angoli 
piani uguali l’uno all’altro, e se nel tempo stesso gli angoli 
uguali o omologhi sono disporti della stessa maniera nei due 



(1) 6. -<8) 3, f. - (3) 18, 1. 

Geom. Sol. 
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angoli solidi , questi angoli solidi saranno uguali , e adattati 
l’uno su l’altro coincideranno. Infatti si è già veduto elle il 
quadrilatero SA OC può essere adattato sul suo eguale TOPF; 
onde adattando SA sopra TD, SC cadrà sopra TF, e il punto 
O sul punto P. Ma , a cagione dell’ uguaglianza dei triangoli 
AOB, DPE, la OB perpendicolare al piano ASC è uguale alla 
PE perpendicolare al piano TDF -, inoltre queste perpendicola- 
ri son dirètte nel medesimo senso; dunque il punto B cadrà 
sul punto E , la linea SB sopra TE , ed i due angoli solidi 
coincideranno esattamente I’ uno con l’altro. 

Questa coincidenza però non lia luogo se non quando gli 
angoli piani uguali sono disposti della stessa maniera nei due 
angoli solidi ; poiché, se gli angoli piani uguali saran dispo- 
sti in %m ordine inverso , o, il che torna lo stesso, se le per- 
pendicolari OB, PE, invece d’ esser dirette nel medesimo sen- 
so per rapporto ai piani ASC , DTF , saran dirette in sensi 
contrari , sarà allora impossibile di far coincidere i due an- 
goli solidi l’uno con l’altro. Non sarebbe però men vero, con- 
forme al teorema, che i piani nei quali sono gli angoli uguali 
fossero ugualmente inclinali fra loro; talmente che i due an- 
goli solidi sarebbero uguali in tutte le loro parti costituenti, 
senza però poter essere soprapposti. Questa specie d’ ugua- 
glianza , che non è assoluta , o di soprapposiziono , merita 
d’ esser distinta con una denominazione particolare ; noi la 
chiameremo uguaglianza per simmetria. 

Così i due angoli soliti proposti , i quali son composti 
da tre angoli uguali rispettivamente, ma disposti in ordine 
inverso , si chiameranno angoli eguali per simmetria , o sem- 
plicemente angoli simmetrici. 

La medesima osservazione s' applica agli angoli solidi 
composti da più di tre angoli piani : così un angolo solide 
composto dagli angoli piani A , B , C , D , E , ed un altro 
angolo solido composto dai medesimi angoli in ordine inverso 
A, E, D, C, B, posson esser tali che i piani nei quali sono 
gli angoli uguali sieno ugualmente inclinali fra loro. Questi 
due angoli solidi , che sarebbero uguali senza che fosse pos- 
sibile la loro soprapposizione , si chiameranno angoli uguali 
per simmetria o angoli solidi simìnetrici. 

N Ile figure piane non vi è propriamente uguaglianze per 
simmetrìa , e tutte quelle che si volessero chiamar così sareb 
bero eguaglianze assolute o di soprapposizione : la ragione si 
è che si può rovesciare una figura piana, e prendere differen- 
temente il di sopra pel di sotto. Accade divprsamente ne’ so- 
lidi, ove la terza dimensione può esser presa in due sensi diversi. 
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PROPOSIZIONE XXIV. 

PROBLEMA. 

Dati i tre angoli piani che formano un angolo solido , 
trovare con una costruzione piana l’angolo che fanno tra loro 
due di questi piani. 

Sia S (Fig. 198) I’ angolo solido proposto , no! quale si 
conoscano i ire angoli piani ASB, ASC, BSC ; si cerca l'an- 
golo che fanno tra loro due di questi piani , per esempio i 
piani ASB , ASC. 

Immaginiamo che sia fatta la stessa costruzione come nel 
teorema precedente; l’angolo OAB sarebbe l’angolo cercalo. 

Sf tratta dunque di trovare il medesimo angolo con una co- 
struzione piana , ossia fatta sopra un piano. 

A tale effetto si facciano sopra un piano gli angoli B'SA, 
ASC, B”SC, uguali agli angoli BSA, ASC, BSC ; della figura 
solida*, si prendano B'S, e B"S uguali ciascuna a BS della fi- 
gura solida ; dai punti B' e B'' si abbassino B'A e B"C per- 
pendicolari sopra SA ed SC, che s’ incontreranno in un punto 
O. Dal punto A come centro e col raggio AB' si descriva la 
semicirconferenza B 6E; dal punto 0 Vi alzi sopra B E la per- 
pendicolare 0 6, che incontra la circonferenza in 6; si congiun- 
ga A6; l’angolo EA6 sarà T inclinazione cercala dei due pia- 
ni ASC, ASB nell’angolo solido. 

Tutto riducesi a far vedere che il triangolo AOà della 
figura piana è uguale al triangolo AOB della figura solida, ei- 
ra i due triangoli B'SA, BSA, son rettangoli in A, gli angoli 
in S sono uguali; dunque gli angoli in B e B' son parimente 
uguali. Ma l’ ipotenusa SB è uguale all’ ipotenusa SB: dunqu ■ 
questi triangoli sono uguali: e perciò SA della figura piana è 
uguale a SA della figura solida , ed anche AB' , o la sua u- 
guale A6 nella figura piana è uguale ad AB nella figura so- 
ndai Si dimostrerà similmente che SC è uguale nelle due fi- 
gure; d’onde segue che il quadrilatero SAOC è uguale in am- 
bedue le figure, e che perciò AO della figura piana è uguale 
ad AO della figura solida; dunque nell’ una e nell’altra i trian- 
goli rettangoli AOè, AOB hanno l’ ipotenusa uguale ed un lato 
uguale ; dunque sono uguali , e perciò I’ angolo EA6 trovato 
con la costruzione piana, è uguale all’ inclinazione dei due pia- 
ni SAB, SAC T dell’ angolo solido. . , 

Quando il punto 0 cade fra A e B* nella figura piana , 
P angolo EA6 diventa ottuso , e misura sempre la vera incli- 
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nazione dei piani-, ed è perciò che I* inclinazione richiesta, sì 
è indicala con EA 6, e non con OA6 affinchè la medesima so- 
luzione convenga a tulli i casi senza eccezione. 

Scolio. Si può domandare se , prendendo ad arbitrio ire 
angoli piani, si potrà formare con questi tre angoli piani un 
angolo solido. 

In primo bisogna che la somma dei tre angoli dati sia 
minore di quattro angoli retti senza che rangole solido non 
può esser formato (I): bisogna inoltre che dopo di aver pre- 
so due degli angoli ad arbitrio B'SA, ASC, il terzo CSB" sia 
tale che la perpendicolare B"C al lato SC incontri il diame- 
tro B'E fra le sue estremila B* ed E Cosi i limiti della gran- 
dezza dell’ angolo CSB'' sotto quelli che fanno terminar la per- 
pendicolare 1>"C ai punti B' ed E. Da questi punti si abbas- 
sino sopra SC le perpendicolari B'I , EK , che incontrino in 
I e K la circonferenza descritta col raggio SB*' ; ed ì limili 
dell’ angolo CSB" saranno CSI, e CSR. 

Ma nel triangolo isoscele B'SI la linea CS prolungala es- 
sendo perpendicolare alla base B'I, si ha I’ angolo CSI=CSB' 
=ASC-{-AS'B. E nel triangolo isoscele ESK, essendo la linea 
SC perpendicolare ad EK, si ha l'angolo CSK=CSE. D’altron- 
de, a cagione dei triangoli uguali ASE, ASB', Pungolo ASE 
=rASB' : dunque CSE ovvero CSK=ASC— ASB'. 

Risulta da ciò che il problema sarà possibile ogni volta 
che il terzo angolo .CSB" sarà minore della somma degli altri 
due ASC , ASB' e maggiore della lor differenza ; condizione , 
che si accorda col teorema x\i-, poiché in virtù di un tal teo- 
rema, bisogna che si abbia CSB" <ASC-f-ASB' ; bisogna pu- 
re che sia ASC<CSB '-fASB' , ossia CSB "> ASC— ASB'. 

PROPOSIZIONE XXV. 

FRQBLBMA. 

Dati dut de' tre àngoli piani che formano un angolo so- 
lido , con f angolo che i lare piani fanno tra loro , trovare il 
terzo angolo piano . 

Sicno ASC, AS8' ( Fig. F98) i due angoli piani dati, e 
supponiamo per un momento che CSB" sia il terzo angolo che 
si cerca ; facendo la medesima costruzione , del problema 
precedente , l’angolo compreso tra i piani dei due primi sareb- 
be EA b. Ora , nello stesso modo che si determina P angolo 

( 1 ) 22 . 
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EAfl per mezzo di CSB'', essendo dati gli altri due-, del pari 
si può determinare CSB" per mezzo di EAò; ciò che risolve- 
rà il problema proposto. 

Si prende SB' ad arbitrio r si abbassi sopra SA la per- 
pendicolare indefinita B E •, si faccia 1’ angolo EA6 uguale al- 
F angolo dei due piani dati ; dal, punto 6,, ove il lato A b in- 
contra la circonferenza descritta col centro A e col raggio AB' 
si abbassi sopra AE la perpendicolare 60 , e dal punto O si 
abbassi sopra SC la perpendicolare indefinita CCB" , che si 
terminerà in B" di modo che SB'ssSB': l’angolo CSB'' sarà 
il terzo angolo piano cercato*. 

Perchè, se si formerà un angolo solido co’tre angpli pia- 
ni B'SA, ASC, CSB'', l’inclinazione dei piani ove sono gli an- 
goli dati ASB', ASC, sarà ugHale all’ angolo dato EAò. 

Scotio. Se un angolo solido sarà quadruplo , o formalo 
da quattro- angoli piani ASB , BSC , CSD, USA (Fig. 199) la 
conoscenza di questi angoli non basta per determinare le incli- 
nazioni scambievoli de’ loro piani, poiché co’ medesimi angoli 
piani si potrebbero fermare un’infinità d’angoli solidi. Ma se 
si aggiunga una condizione , per esempio , se sia data I’ in- 
clinazione de’ due piani ASB, BSC, in tal caso Pungolo soli- 
do è interamente determinalo, e si potrà trovare P inclinazione 
di due qualunque de’suoi piani. Infatti immaginate un ango- 
lo solido triplo formalo dagli angoli piani ASB, BSC , ASC; 
i- due primi angoli sono dati, come pure l’inclinazione de’ lo- 
ro piani , si potrà dunque determinare mediante il poblema 
che si è or ora risoluto, il terzo angolo ASC. Dipoi se si con- 
sidera P angolo solido triplo formalo dagli angoli Riani ASC , 
A SD , DSC , questi tre angoli sono cogniti , laonde P angolo 
solido è interamente determinato. Ma l’angolo solido quadru- 
plo è formato dalla, riunione de’ due angoli solidi tripli di 
eui parliamo , dunque , poiehè questi angoli parziali son noLi 
e determinali , P angolo totale sarà parimente noto e deter- 
minato- 
li’ angolo dei due piani ASD, DSC , si troverebbe imme- 
diatamente per mezzo del secondò angolo solido parziale. E 
quanto all’ angolo de’ due piani BSC , CSD , bisognerebbe in 
un angolo solido parziale cercar P angolo compreso fra i due 
piani ASC , DSC , e nell” altro. L’ angolo compreso, fra i due 
piani ASC, BSC; la somma di questi due angoli sarebbe l’an- 
golo compreso tra i piani BSC, DSC. 

Si troverà* nella stessa manièra che, per determinare uh 
angolo solido quintuplo , bisogna conoscere , oltre a’ cinque 
piani clic lo compongono , due dello inclinazioni scambievoli 
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de' loro piani ; ne bisognerebbero ire per 1’ angolo solido se- 
stuplo -, e cosi in appresso. * 

LIBRO VI* 

DE’ POLIEDRI. 

. : : s * . ^ 




DEFINIZIONI. 

1. Si chiama solido poliedro , o semplicemente poliedro o- 
gni solido terminato da piani o facce piane ( Questi piani stes- 
si sono necessariamente lerminnii da linee rette ) Si chiama 
in particolare tetraedro il solido che a quattro facce; essaedro 
quello che ne ha sei , ottaedro quello che ne ha otto , dode- 
caedro quello che ne ha dodici , icosaedro quello che ne ha 
venti , ere. 

11 tetraedro è il poliedro più semplice , perchè bisogna- 
no almeno tre piani per formare un angolo solido , e questi 
ire piani lasciano un vuoto che , per esser chiuso , richiede 
almeno un quarto piano. 

n. L’intersezione comune di due faccie adiacenti d’un po- 
liedro si chiama lato o costola del poliedro. 

ih. Si chiama poliedro regolare quello di cui tutte le facce 
son poligoni regolari uguali , e di cui lutti gli angoli solidi 
son uguali fra loro. Questi poliedri sono in nnmero di ciu- 
que. Veggasi V appendice ai libri VI. e VII. 

iv. Il prisma è un solido compreso da più piani parallelo- 
grammi , terminati dall* una parte e dall’altra da due piani 
poligoni eguali e paralleli. 

Per costruire questo solido , sia ABGDE ( Fig. 200 ) mi 
poligono qualunque; se in un piano parallelo ad ABC si con- 
durranno le linee FG , GH , HI , ecc. eguali e parallele ai 
lati AB , BG , CD , ecc. si formerà con queste il poiigouo 
FGHIK eguale ad AECDE ; se poscia si uniranno i vertici de- 
gli angoli omologhi ne’ due piani con le rette AF , BG , GII, 
ecc., le facce ABGF , BCHG ; ecc. saranno parallelogrammi, 
ed il solido così formalo ABCDEFG1II sarà un prisma. 

v. 1 poligoni uguali e paralleli ABCDE; FGIIIK si chiama- 
no le basi del prisma ; gli altri piani parallelogrammi presi 
insieme costituiscono ciò clic si chiama la superficie laterale 
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o convessa del prisma Le pelle egiL i AF , BG , CH , ecc. 
si chiamano i lati del prisma. 

vi. L ’ altezza d' un prisma è la disianza delle due basi , o 
la perpendicolare abbassala da un punto della base superiore 
sopra il piano della base inferiore. 

vii» Un prisma è retto quando i suoi lali AF , BG , ere. 
son perpendicolari a’ piani delle basi; allora ciascuno di que- 
sti lali è uguale all’ altezza del prisma. In ogni altro caso il 
prisma è obbliquo , e l’ altezza è minore del lato. 

vili. Un prisma è triangolare , quadrangolare , pentagono , 
esagono ecc ■ secondo che la base è un triangolo, un quadri- 
latero , un pentagono , un esagono , ecc. 

ìx. 11 prisma. ( Fig. 206 ) che ha per base un parallelo- 
grammo , ha tulle le facce parallelogrammo , e si chiama 
parallelepipedo. 

Il parallepipedo è rettangolo allorché tutte le Sue facce 
sono rettangoli. 

x. Tra i parallelepipedi rettangoli si distingue il cubo o cs- 
saedro regolare composto da sei quadrali uguali. 

xi. La piramide è il solido formalo da più piani triangola- 
ri i quali partono da un medesimo punto S ( Fig. 166 ) , e 
vanno a terminare ai differenti lali d’ un medesimo piano po- 
ligono ABCD1S. 

Il poligono ABCDE si chiama la base della piramide ; il 
punto S uè il vertice, e il complesso de’lriangol» ASB, BSC, ecc. 
fórma la superficie convessa o laterale della piramide. 

xu. L'altezza della piramide è la perpendicolare abbassala 
dal vertice sul piano della base , prolungato se occorra.) 

xiii. La piramide è triangolare , quadrangolare r ecc. se- 
condo che la base è un triangolo , un quadrilatero , ecc. 

xiv. Una piramide è regolare quando la base è un poligo- 
no regolare, e che nel tempo stesso la perpendicolare abbas- 
sala dal vertice sul piano della base, passa pel centro di essa 
base: questa linea si chiama allora l’asse della piramide. 

xv. diagonale d’ un poliedro è la retta che unisce i vertici 
di due angoli solidi non adiacenti. 

xvi. Chiameremo poliedri simmetrici due poliedri i quali , 
avendo una base comune , sono costrutti simihuente , uno al 
di sopra del piano di questa base , 1’ altro al di sotto , con 
questa condizione che i vertici degli angoli solidi omologhi 
sieno situati ad eguali distanza dal piano della base sopra una 
medesima retta perpendicolare a questo piano. 

Ber esempio, se la retta ST (Fig. 202) è perpendicolare 
•'il piano ABC e se nel punto 0 , dove essa incontra quoti j 
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piano , sia divisa in due parli eguali, le due piramidi SABC, 
TABC , che hanno le base comune ABC , saranno due polie- 
dri simmetrici. 

xvii. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno 
due facce simili l’una ull’allra, similmente disposte ed egual- 
mente inclinale fra loro. 

Cosi , supponendo gli angoli ABC = DEF ( Fig. 203 ), 
BAC=EDF, AB$ = DET, BASusEDT, se inollre 1’ inclinazione 
dei piani ABS , ABC è uguale a quella dei loro omologhi DET, 
DEF , le piramidi SABC , TDEF saranno simili. 

xviii. Avendo formato un triangolo unendo i vertici di 
tre angoli presi sopra una medesima faccia o base d’ un po- 
liedro , sì può immaginare che i vertici de’ differenti angoli 
solidi del poliedro posti fuori del piano di questa base, sieno 
quelli d’altrettante piramidi triangolari che hanno per base co- 
mune il triangolo indicato, e ciascuna di queste piramidi de- 
terminerà la posizione di ciascun angolo solido del poliedro 
per rapporto alla base. C ò posto : 

Due poliedri sono simili quando , avendo basi simili , i 
vertici degli angoli solidi omologhi fuori di queste basi sono 
determinali dalle piramidi triangolari simili ciascuna a ciascuna. 

xix. Chiameremo vertici d’ un poliedro i punti posti ader- 
tici de' suoi differenti angoli solidi. 

N. B. Tutti i poliedri che noi consideriamo sono poliedri 
ad angoli salienti , o poliedri convessi. Chiamiamo così quello 
la cui superficie non può esser incontrata da una linea ret- 
ta in più di due punti. In questa specie di poliedri il piano 
d’una faccia prolungata non può tagliare il solido ; è dunque 
impossibile che il poliedro sia in parte al di sopra del piano 
d’ una faccia , e in parte al di sotto , esso è tulio intero da 
una medesima parte d' un tal piano. 

PROPOS|Z10NE 1. 

T E O H f M I. 

Due poliedri non possono avere i medesimi vertici e nel 
medesimo numero senza coincidere l’uno coll’ altro. 

Poiché supponiamo uno dei poliedri già costrutto, se vuol 
costruirsene un altro che abbia i medesimi vertici e nel mede- 
simo numero, bisognerà che i piani di quesl’uitimo non passino 
lutti per i medesimi punti per cui passano i piani dei primo, 
senza diche non differirebbero l’uno dall’altro: ma alluni è 
chiaro che alcuni dei nuovi piani taglierebbe il primo poliedro; 
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vi sarebbero verlici al di sopra di questi piani, e vertici al di 
sotto ; il che non può convenire a un poliedro convesso: dun- 
que se due poliedri hanno i medesimi verlici , e nel medesi- 
mo numero essi debbono necessariamente coincidere l’uno con 
l’ altro. 

Scolio. Essendo dati di posizione i punti A, R, C, K, ecc. 
( Fig. 204 ) , che debbon servire di verlici a un .poliedro , è 
facile descrivere il poliedro. 

Scelgansi prima tre punti vicini D , E , H tali che il 
piano DEH passi, se ciò ha luogo, per i nuovi punti K, C, 
ma lasci tutti gli altri da una medesima parte , cioè tutti al 
di sopra del piano, o lutti al di sotto: il piano DEH, o DEHKG, 
così determinato , sarà una faccia del solido. Per uno dc’suoi 
lati EH conducasi un piano che si farà girare finché incontri 
un nuovo vertice F , o più insieme F , l ; si avrà una se- 
conda faccia che sarà FEH o FEHl. Si continua così facendo 
passare i piani per i lati trovati finché il solido sia terminalo 
da tulle le parli -, qu sto solido sarà il poliedro richiesto ? 
perchè due poliedri non possono avere i medesimi verlici. 

PROPOSIZIONE II. 

TEOREMA. 

In due poliedri simmetrici le facce omologhe sono respet- 
tivamente uguali , e l’inclinazione di due facce adiacenti in 
uno di questi solidi , é uguale all’inclinazioue delle facce omo- 
loghe nell’ altro. 

Sia ÀBCDE (Fig. 205 ) la base eomune ai due poliedri, 
sieno M ed N i verlici di due qualunque angoli solidi d’ uno 
dei poliedri, M' ed Pi' i vertici omologhi dell’altro poliedro; 
b sognerà, secondo la definizione, che le rette MN', MS* sieno 
pi rpcudicolari al piano ABC, e che sieno divise in due parti 
uguali nei punti medn ove incontrano questo piano. Ciò 
posto , dico che la distanza MN è uguale ad M'N ; . 

Poiché se si là girare il trapezio mM'N'n intorno ad mn 
finché il suo piano si applichi sul piano mMNn;a cagione de- 
gli angoli retti in m ed in n , il lato mM' cadrà sul suo u- 
guale mM, ed nN' sopra nN ; dunque i due trapezi coincide- 
ranno , e si avrà MN = M'N'. 

Sia P un terzo vertice del poliedro superiore, e P' il suo 
omologo nell’ altro; si avrà pure MP=M'P', ed NP=N'P' ; 
dunque il triangolo MNP , che unisce tra vertici qualunque 
del poliedro superiore , è uguale al triangolo M'N'P , che uni- 
sce i tre urlici omologhi dell'altro poliedro. 
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Se ira questi triangoli si considerati soltanto quelli che 
sono formati alla superlicie dei poliedri , si può già conchiu- 
dere che le superficie dei due poliedri son composte d’ un 
medesimo numero di triangoli respettivamenle uguali. 

Dico ora , che se alcuni di questi triangoli sono in un 
medesimo piano sopra una superficie , e formano una mede- 
sima faccia poligona, i triangoli omologhi saranno. in un me- 
desimo piano sopra l’altra superficie, e formeranno una fac- 
cia poligona uguale. , 

Infatti sieno MPN , NPQ due triangoli adiacenti , che si 
suppongono in uno stesso piano-, e sieno M'P'N', N'P'Q' i lo- 
ro omologhi. Si ha l’angolo MNP = M'N'P', l’angolo PNQ= 
P'N'Q' ; e se si tirano MQ ed M'Q' , il triangolo MNQ sarà 
uguale ad M'N'Q' -, perciò si avrà l’angolo MNQ = M'N'Q'. 
Ma poiché MPNQ forma un solo piano , si ha I’ angolo MNQ 
=MNP-f-PNQ-, dunque si avrà pure M'N'Q’— M'N'P'-f-P'N'Q'. 
Ora , se i tre piani M'N'P' , P'N'Q , M'N'Q' non fossero con- 
fusi in un solo, questi tre piani formerebbero un angolo soli- 
do, e si avrebbe (1) l’angolo M'N'A'<M'N'P'-|-P , N , Q' -, dun- 
que, poiché questa condizione non ha luogo, i due triangoli 
M'N'P', P'N'A' sono in un medesimo piano. 

Segue da ciò che ciascuna faccia , o triangolare, o poli- 
gona d’ un poliedro corrisponde ad una faccia uguale nell’al- 
tro, e che perciò i due poliedri son compresi da un medesi- 
mo numero di piani respettivamenle uguali. 

Resta a provare che l’ inclinazione di due facce adiacenti 
qualunque in uno dei poliedri è uguale all* inclinazione delle 
due facce omologhe nell’ altro. 

Sieno MPN, NPQ, due triangoli formati sulla costola co- 
mune NP nei piani di due facce adiacenti ; sieno M'P'N* , 
N'P'Q' , i loro omologhi : si può concepire in N un angolo 
solido formato dai Ire angoli piani MNQ , MNP , PNQ, ed in 
N' un angolo solido formato dai tre M'N'Q', M'N'P, P'N'Q'. 
Ora abbi a in già dimostrato che questi angoli piani son respct- 
livamenlo uguali dunque l r inclinazione dei due piani MNP , 
PNQ, è uguale a quella dei loro omologhi M'N'P', P'N'Q’ (2). 

Dunque nei poliedri simmetrici le facce son respetti vo- 
mente uguali , e ì piani di due facce qualunque adiacenti in 
uno dei solidi, hanno tra loro la medesima inclinazione che i 
piani di due facce omologhe nell’ altro solido. 

Scolio. È da osservarsi che gli angoli solidi di un poi. c- 
d r o sono i simmetrici degli angoli solidi dell' altro, poliedro : 

(1) 20 , ò. - (2) 22 , 6. 
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poiché se I’ angolo solido N< è formato dai piani MNP, l'NQ, 
QNR , ecc. , il suo omologo N' è formalo dai piani M'N'l ,y , 
P'N'Q', Q'N'R', ecc. Questi sembrano disposti nel medesimo 
ordine degli altri •, ma siccome i due angoli solidi sono in 
una situazione inversa l’uno per rapporto all’altro, ne segue 
che la disposizione reale dei piani che formano l'angolo solido 
N' è ì’ inversa di quella che ha luogo nell’ angolo omologo N. 
D’ altronde le inclinazioni dei piani consecutivi sono uguali 
nell’ uno , e nell’ altro angolo solido ; dunque questi angoli 
solidi son simmetrici 1’ uno coll’ altro. Vedete lo scolio della 
proposizione XXIII. del lib. V. 

Quest’osservazione prova che un poliedro qualunque non 
può avere che un solo poliedro simmetrico. Poiché , se si co- 
struisce sopra un’altra base un nuovo poliedro simmetrico al 
poliedro dato , gli angoli solidi di quest’ ultimo sarebbero 
sempre simmetrici cogli angoli del poliedro dato } dunque sa- 
rebbero uguali a quelli del poliedro simmetrico costrutto sul- 
la prima base. D’altronde le facce omologhe sarebbero sempre 
uguali ; dunque questi due poliedri simmetrici costrutti sopra 
una base, o sopra un’altra avrebbero le facce uguali, egli an- 
goli solidi uguali, essi dunque coinciderebbero mediante la so- 
prapposizione , e non formerebbero che un solo c medesimo 
poliedro. • " 

PROPOSIZIONE III. 
teobema. 

Se due prismi hanno un angolo solido compreso fra tre 
piani rispettivamente uguali , e similmente disposti essi saran- 
no eguali. 

Sia la base ABCDE (Fig. 200) ngtiule alla base abcde , il 
parallelogrammo ABGF uguale al parallelogrammo ahgf , ed 
il parallelogrammo BCHG uguale al parallelogrammo behg j 
dipo che il prisma ABC1 sarà uguale al prisma abei. 

Poiché, se sia situata la base ABCDE sulla sua uguale 
abcde , queste due basi coincideranno, ma i tre angoli piani, che 
formano l’angolo solido B, sono respetlivamenle Uguali ai tre an- 
goli piani, che formano l’angolo solido 65 cioè, ABC=a6c, ABG 
=abg ,-e GBC ==gbc, di più quésti angoli son similmente disposti, 
dunque gli angoli solidi B e b sono uguali c per conseguenza il 
lato BG cadrà sul suo uguale bg. Si vede pure che, a cagio- 
ne dei parallelogrammi uguali ABGF, abgf , il lato GF cadrà 
sul suo uguale gf. e similmente CH sopra gh\ dunque la bu- 
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se superiore FGHIK coinciderà interamente colla sua uguale 
fghik , ed i due solidi saranno confusi in un solo , poiché 
avranno i medesimi vertici (l)i 

Corollario. Due prismi retti e che hanno basi eguali, ed 
altezze eguali , sono eguali. Perchè avendo il lato AB eguale 
ad ab , e L’ altezza BG eguale a bg , il rettangolo ABGF sarà 
eguale al rettangolo abgfo sarà lo stesso dei rettangoli AGHC, 
bghc v onde i tre piani che formano I' angolo solido B sono 
uguali a tre che formano F angolo solido b. Dunque i due 
prismi sono eguali. 

PROPOSIZIONE tV. 

ISO B B it A» 

In ogni parallelepipedo i piani opposti sono uguali e pa- 
ralleli. ' 

Poiché , secondo la definizione di questo solido , le basi 
ABCD r LFGII (Fig. 200) son parallelogrammi uguali y e i lo- 
ro Iati son paralleli j resta dunque a dimostrare che la me- 
desima cosa ha luogo per due tàcce laterali opposte , corno 
AEHD , BFGC. Ora AD è uguale e parallela a BG , poiché 
la figura ABCD è un parallelogrammo-, per una simil ragione 
AE è uguale a parallela a BF: dunque l’angolo DAE è uguale 
all’angolo CBF (2) , ed il piano DAE parallelo a CBF v dun- 
que anche il parallelogrammo DAEII è uguale al parallelo- 
grammo GBFG. Si dimostrerà del pani che i parallelogrammi 
ABFE , DCG11 , sono uguali e paralleli. 

Corollario. Poiché il parallelepipedo è un solido compreso 
da sei piani , di cui gli opposti sono uguali e paralleli , ne 
segue che uoa faccia qualunque e la sua opposta possono es- 
ser prese per le basi del parallelepipedo. 

Scolio. Essendo date tre rette AB, AE, BD, che passino 
per un medesimo punto B. , e tacciano fra loro angoli dati , 
si può su queste tre rette costruire un parallelepipedo: a tal 
effetto bisogna condurre per l’estremità di ciascuna retta un 
piano parallelo al piano delle altre due , cioè pel punto B 
un piano parallelo a DAE , pel punto D un piano parallelo a 
BAE , e pel punto E un piano parallelo a BAD. Gl’ incon- 
tri scambievoli di questi piani formeranno il parallelepipedo 
cercalo. 



(i) i - (*) ir> , io. 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

In ogni parallelepipedo gli angoli solidi opposti son sim- 
metrici l’uno dall'altro , e le diagonali condotte dai vertici di 
questi angoli solidi si tagliano scambievolmente in due parti 
uguali.. 

Paragoniamo, per esempio, l’angolo solido A. al sno op- 
posto G (Fig. 206): l’angolo EAB, uguale ad EFB, è pure u- 
guale ad HGC, l’angolo ME = DHE=CGF, V angolo DAB= 
RCB=HGF; dunque i Ire angoli piani, che formano l’angolo 
solido A sono respeltivamenle uguali ai tre che formano l'an- 
golo solido G 5 <f altronde è fecil vedere che la loro disposi- 
zione è differente nell’uno e nell’altro; dunque l.° i due an- 
goli solidi A e G sono simmetrici l’uno dell’altro (I). 

In secondo luogo immaginiamo due diagonali EC, AG con- 
dotte entrambe dar vertici opposti^ poiché AE é uguale e pa- 
rallela a CG , la figura AEGC è un parallelogrammo: dunque 
le diagonali EC , AG si taglieranno scambievolmente in due 
pani Hguali. Si dimostrerà parimente che la diagonale EC ed 
un’altra DF si taglieranno pure in due parli uguali : dunque 
l.° le quattro diagonali si taglieranno scambievolmente in due 
parti uguali nel medesimo punto , che si può riguardare co- 
me il centro del parallelepipedo. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Il piano BORE (Fig. 207), che passa per due lati pa- 
ralleli opposti BF, DH, divide U parallelepipedo AG in due pri- 
smi triangolari ABDHEF, GHFBCD simmetrici l’uno dall'altro. 

In primo luogo questi due solidi sono prismi , perchè i 
triangoli ABD, EFH, avendo i loro Iati uguali e paralleli, so- 
no uguali, e nel tempo stesso le fecce laterali ABFE, ADHE, 
BDHF sono parallelogrammi; dunque il solido ABDHEF è un 
prisma: lo stesso è del solido GHFBCD. Dico adesso che que- 
sti due prismi sono simmetrici l’uno dell’altro. 

Sulla base ABD si faccia il prisma ABDE'FHP , che sia 
il simmetrico del prisma ABDEFH. Secondo ciò eh’ è stato già 
dimostrato (2), il piauo ABF'E' è nguale ad ABFE, ed il pia- 

(I) 23 , 5. - (2) 2.* 
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no ADIPE' è uguale ad ADHE : ma su si paragona il prisma 
GHFBCD al prisma ABDIFE'F' , la base GfÌF è uguale ad 
ABD , il parallelogrammo GHDC , che è uguale ad ABFE , è 
pure uguale ad ABF'E', ed il parallelogrammo GFBG , che è 
uguale ad ADHE, è uguale ancora ad ADH'E*: dunque i Ire 
piani che formano l’angolo solido G. nel prisma GHFBCD, son 
respetlìvamenle uguali ai ire piani che formano l’ angolo so- 
lido A nel prisma ÀBDIFE^ : essi d’altronde sono disposti 
similmente, dunque questi due prismi sono uguali (1), e po- 
trebbero essere soprapposti. Ma uno di essi ABDH'E'F' è sim- 
metrico del prisma ABDHEF ; dunque l’ altro GHFBCE è pure 
simmetrico di ABDHEF. 

PROPOSIZIONE VII. • 

LEMMA. ' 

In qualunque prisma ABCI (Fig. 201) le sezioni NOPQR' 
STVXY , falle dai piani paralleli , sono poligoni eguali. 

Poiché i lati NO, SÌ, sono paralleli, perchè sono le in- 
tersezioni di due piani paralleli con un terzo piano ABGF , e 
questi medesimi lati NO , ST , sono compresi tra le parallele 
NS, OT, che sono lati del prisma, dunque NO è uguale a ST. 
Per una simil ragione, i lati PO, PQ, QR, ecc. della sezione 
NOPQR sono rispetti va mente eguali ai lati TV, VX, YX, ecc. 
della sezione STVXY. D'altronde i lati eguali essendo nel me- 
desimo tempo paralleli , ne segue che gli angoli NOP , OPQ, 
ccc. della prima sezione sono respettivamente eguali agli an- 
goli STV , TVX , ecc, della seconda. Dunque le due sezioni 
NOPQR , STYXY , sono poligoni eguali. 

Corollario. Ogni sezione fatta in un prisma parallelamen- 
te alla sua base , è uguale a questa base. 

PROPOSIZIONE Vili. 

T B O B E M A. 

1 due prismi triangolari simmetrici ABDHEF , BCDFGH, 
( Fig. 208 ) , nei quali si decompone il parallelepipedo AG , 
sono equivalenti tra loro. 

Per i vertici B ed F si tirino perpendicolarmente al lato 
BF , i piani Bade , F ehg , che incontreranno da una parte in 

0 ) 3 - 
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« , b , c , e dall’altra in e , h , 3 , i tre lati AE , DII , CG, 
dello stesso parallelepipedo-, le sezioni Bade, F ehy saranno pa- 
rallelogrammi eguali Queste sezioni sono eguali perché sono 
fatte da due piani perpendicolari ad una medesima retta, per 
conseguenza pacalleli (t): desse sono parallelogrammi perchè 
due lati opposti d’ una medesima sezione aB , de , son le in- 
tersezioni de’ due piani paralleli ABFE , DCGH , falle da un 
medesimo piano.' 

Per una simil ragione la figura BaeF è un parallelogram- 
mo , come pure le altre facce laterali BF</c , gchd , adhe del 
solido BadcFehg : dunque questo solido è un prisma (2) , e 
questo prisma è retto poiché il lato BF è perpendicolare al 
piano della base. 

Ciò posto , se .col piano BFHD si divida il prisma retto 
BA in due prismi triangolari retti aBdeFA, BdcFhg, dica clic 
il prisma triangolare obliquo ABDEFH sarà equivalente al 
prisma triangolare retto aBdeF/i. 

Infatti questi due prismi avendo una parte comune ABDAeF 
basterà provare che le parti rimanenti , cioè i solidi BaADd, 
FeEHA sono equivalenti tra loro. 

Ora, a cagione dei parallelogrammi ABFE , aBF« , i Iati 
AE, ae, eguali al lor parallelo BF, sono eguali tra loro-, per- 
ciò, togliendone la parte comune Ae , resterà Aa = Ee. Pro- 
verqbbesi parimente che Dd—IIh. 

Intanto, per eseguir la soprapposizione dei due solidi BaADd 
FeElIA, mettiamo la base Fe/t sopra la sua eguale B ad-, allora 
il punto e cadendo in a ed il punto h in d, i lati eE, AH ca- 
dranno sopra i loro eguali aA, dD, poiché dessi son perpen- 
dicolari al medesimo piano B ad. Dunque i due solidi di cui si 
tratta, coincideranno interamente l’uno con l’altro; dunque il 
prisma obliquo BADFEH è equivalente al prisma retto BadFeh. 

Si dimostrerà similmente che il prisma obliquo BDCFHG 
è equivalente al prisma retto BdcFhg. Ma i due prismi retti 
BadFeA BdcFhg son eguali tra loro, poiché hanno la medesi- 
ma altezza BF, e le loro basi Bad, Bdc sono metà d’un me- 
desimo parallelogrammo (3). Dunque i due prismi triangolari 
BADFEH , BDCFHG , equivalenti a dei prismi eguali , sono 
equivalenti tra loro. 

CoraUario. Ogni prisma triangolare ABDHEF, è la metà 
del parallelepipedo AG , costrutto sul medesimo angolo solido 
A con i .medesimi spigoli AB , AD , AE. 



(I) — (2) Def. 4. — (3) 3, cor. 
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PROPOSIZIONE IX. 

T E 0 R E M A. 

Se due parallelepipedi AG, AL (Fig. 209), hanno la bate 
comune ABCD, e che le loro basi superiori EFGH, IKLM sia- 
no comprese in un medesimo piano e tra le medesime parallele 
EK, KL, questi due parallelepipedi saranno equivalenti fra loro. 

Possono accadere tre casi, secondochè EI è maggiore, o 
minore, o eguale ad EF, ma la dimostrazione è la stessa per 
unii*, e in primo luogo dico che il prisma triangolare AEIDHM 
è ugnale al prisma triangolare BFKCGL. 

Infatti , poiché AE è parallela a BF ed HE a GF , 1' an- 
golo AEI = BFK, HEI = GFK, ed HEA = GFB. Di questi sei 
angoli i primi tre formano I’ angolo solido E , gli altri ire 
formano I’ angolo solido F ; dunque , poiché gli angoli piani 
son respetlivamente uguali e similmente disposti , ne seguo 
che gli angoli solidi E ed F sono eguali. Ora , se si pone il 
prisma AEM sul prisma BEL , e in primo la base AEI sulla 
base BFK , queste due basi essendo uguali coincideranno -, e 
poiché l’angolo solido E è uguale all’angolo solido F, il lato 
EH cadrà sul suo uguale FG : non bisogna altro di più per 
provare che i due prismi coincideranno in tutta la loro esten- 
sione , poiché la base AEI , e lo spigolo EH determinano il 
prisma AEM, come la base BER, e lo spigolo FG determinano 
il prisma BEL (l) : dunque questi prismi sono uguali. 

Ma se dal solido AL si toglie il prisma AEM , resterà il 
parallelepipedo A1L •, e se dallo stesso solido AL si toglie il 
prisma BFL , resterà il parallelepipedo AEG : dunque i due 
paralleltdipedi AIL $ AEG sono equivalenti fra loro. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. - 

Due parallelepipedi della medesima base e della medesima 
altezza sono equicalenti fra loro. 

Sia ABCD (Fig. 210) la base comune ai due parallelepipedi 
AG, AL: poiché questi parallelepipedi hanno la medtsima altezza, 
le loro basi superiori EFGH, IKLM saranno nel medesimo piano. 
Di più i lati EK ed AB sono uguali e paralleli, come pure Ili 
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od AB; dunque,' EF è uguale e parallela ad !K; per una s'niil 
ragione GF è uguale e parallela ad l.K. Siano prolungali i la- 
ii EF , 1IG , come pure LK , IM -, finché gli uni e gli altri 
formino colle loro intersezioni il parallelogrammo NOPQ : è 
chiaro che questo parallelogrammo sarà uguale a ciascuna 
dille basi EFGH., 1KLM. Ora se s’immagina un terzo pa- 
rallelepipedo , che colla medesima base inferiore ABCI) ab- 
bia per base superiore NOPQ; questo terzo parallelepipedo sa- 
rebbe equivalente al parulh lepipedo AG (t) , poiché avendo 
la stessa base inferiore, le basi superiori son compresi; in un 
medesimo piano e fra le parallele GQ , FN. Per la medesima 
ragione questo ler/.o parallelepipedo sarebbe equivalente al pa- 
rallelepipedo _AL. Dunque i due parallelepipedi ' AF , AL, clic 
hanno la medes ma base e la nudesima altezza , sono equi- 
valenti fra loro.. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

Ogni parallelepipedo può esser cangialo in un parallele- 
pipedo rettangolo eq aie olente clte avrà la medesima altezza , 
ed una base equivalente. 

Sia AG ( Fig. 210) il parallelepipedo proposto, da’ pun- 
ti A, B , C , D , si alzino Al , BK , CL , DM , perpendicolari 
al piano della base ; si formerò così il parallelepipedo AL e- 
quivalente al parallelepipedo AG , le cui facce laterali AK , 
BL , ere. saranno rettangoli Se dunque la base ABCD è un 
rettangolo , AL sarà il parallelepipedo rettangolo equivalente 
al parallelepipedo proposto AG. Ma se ABCD (Fig. 2H) non 
è un rettangolo , si abbassino AO e BN perpendicolari sopra 
CD, dipoi OQ ed NP perpendicolari sopra la base , si avrà il 
solido ABNOlKPQ che sarà uri parallelepipedo rettangolo: in- 
fatti, per costruzione , la base ABON, e la sua opposta iKl’Q 
sono rettangoli, le facce laterali sono pur tali, poiché le co- 
stole Al , OQ , ecc. son perpendicolari al piano della base : 
dunque il solido AP è un parallelepipedo rettangolo. Ma i due 
parallelepipedi AP , AL, possono considerarsi come costrutti 
sulla medesima base ABKI , e colla medesima altezza AO ; 
dunque sono equivalenti ; dunque il parallelepipedo AG ( Fig. 
210 , e 211 ), che era stato prima cangialo in un parallele- 
pipedo equivalente AL, si trova di nuovo cangiato in un pa- 
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riilJdepipedo rettangolo equivalente AP , che ha la medesima 
altezza Al, e la cui base ABNO è equivalente alla base ABCI). 

PROPOSIZIONE XII. 

• TEOREMA. 

Due parallelepipedi rettangoli AG , AL , ( Fi". 212 ) , 
che hanno la medesima base ABCI) , stanno fra loro come le 
rispettive altezze AE , Ai. 

Supponiamo primieramente che le altezze AE , AI stiano 
fra loro come due numeri interi , per esempio , come 15 sia 
a 8. Si dividerà AE in 15 parti uguali , di cui AI ne conter- 
rà 8 , e per i punti di divisione x , y , z , ecc. si condur- 
ranno de’ piani paralleli alla base. Questi piani divideranno il 
solido AG in 15 parallelepipedi parziali che saranno tulli u- 
guali fra loro , come aventi basi uguali ed altezze uguali •, 
basi uguali, perchè ogni sezione come MIKL, fatta in un pris 
ma parallelamente alla sua base ABCD , è uguale a questa 
base (1) \ altezze uguali , perchè queste altezze sono le divisio- 
ni stesse Ax , xy , yz , ecc. Ora di questi 15 parallelepipedi 
eguali , otto sono contenuti in AL ; dunque il solido AG sta 
al solido AL come lo sta a 8 , o in generale come l’altezza 
AE sta all’ altezza AL 

In secondo luogo , se il rapporto di AE ad AI non - può 
esprimersi in numeri , dico che nonostante si avrà solici. AG: 
solid. AL : : AE : Al. Poiché, se questa proposizione non ha 
luogo , supponiamo che si abbia sol. AG : sol. AL : : AE : 
AO. Si divida AÈ in parli eguali, di cui ciascuna sia minore 
di 01 ; vi sarà almeno un punto di divisione m fra 0 ed I. 
Sia P il paruileh pipodu che ha per base ABCD, e per altezza 
Àw». E poiché le altezze AE , Am stanno fra loro come due 
numeri interi , si avrà sol. AG : P : : AE : Am. Ma si ha , 
per ipotesi , sol. AG : sol. AL : : AE : AÓ ; da ciò risulta 
sol. AL : P : : AO : Am. 'Ma AO è maggiore di Am -, dunque 
bisognerebbe, perchè la proporzione avesse luogo, che il so- 
lido AL fosse maggiore di P •, ora al Contrario è minore-, dun- 
que è impossibile che il quarto termine della proporzione sol. 
AG : sul. AL : : AE : x. sia una linea maggiore di Al. Con 
un ragionamento simile si dimostrerebbe che il quarto ter- 
mine non può esser minore di Al \ dunque è eguale ad Al. 
Dunque i parallelepipedi rettangoli della medesima base stan- 
no fra loro come le loro altezze. 
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PROPOSIZIONE XIII. 

T E O R E M A. 

Due parallelepipedi rettangoli AG , AK ( Fig. 213 ) che 
hanno la medesima altezza AE, stanno fra loro come le basi 
A BEL) , AMNO. 

Avendo situati i due so'idi uno alialo dell’ altro, come la 
figura gli rappresenta, prolungandosi il piano ONKL, finché in- 
contri il piano DGCH secondo PQ ; si avrà un terzo parallele- 
pipedo AQ, che si potrà paragonare a ciascuno dei parallele- 
pipedi AG , AK. 1 due solidi AG , AQ , avendo la medesima 
base AERO , stanno fra loro come le rispettive altezze AB , 
AO -, parimente i due solidi AQ, AK, avendo la medesma ba- 
se AOLE, stanno fra loro come le loro altezze AD, AM. Per- 
ciò si avranno per le due proporzioni 

sol. AG : sol. AQ : : AB : AO , 
sol. AQ : sul ■ AK : : AD : AM. 

Moltiplicando per ordine queste due proporzioni, ed ometten- 
do nel risultamenlo il moltiplicatore comune sol. A^Q, si avrà 
sol. AG : sol. AK : : ABx^D : AOX-NM. 

Ma ABXAD rappresenta la base ABCD, ed AOX AM rappre- 
senta la base AMNO , dunque due parallelepipedi rettangoli 
della medesima altezza stanno fra loro come le rispettive basi. 

PROPOSIZIONE XIV. 

T E O B E M j». 

D,e para'lelepipedi rettangoli qualunque stanno fra loro 
come i prodotti delle loro basi per le loro altezze , o come i 
prodotti delle loro tre dimensioni. 

Poiché, avendo situato i due solidi AG, AZ, (Fig. 213) 
in maniera che le loro superficie abbiano P angolo comune 
BVE, prolungansi i piani necessari per formare il terzo paral- 
lelepipedo AK della medesima altezza del parallelepipedo AG. 
Si avrà per la proposizione precedente , 

sol. AG : sol. AK : : ABCD : AMNO 
Ma i due parallelepipedi AK, AZ, che hanno la medesima base 
AMNO, stanno fra loro come le loro altezze AE, AX, onde si ha 
sol. AK : sol. AZ : : AE : AX. 

Moltiplicando per ordine queste due proporzioni, ed ometlen- 
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do nel risullamento il moltiplicatore comune sol. AK, si avrà 

sol. AG : sol. AZ : : ABCD X AE : AMNOx AX. 

Invece delle basi ARCD, ed AMNO, si può mellere ABx AD, 
cd AOXAM , il che darà * 

sol. AG : sol. AZ : : AB X AD X AE : AOX AMXAX. 
Dunque due parallelepipedi rettangoli qualunque stanno fra 
loro ecc. 

Scolio. Da ciò segue che si può prendere ppr misura d’un 
parallelepipedo rettangolo il prodotto della sua base per la sua 
altezza , o il prodotto delle sue tre dimensioni. Su questo 
principio valuteremo tutti gli altri solidi. 

Per r intelligenza di questa misura bisogna ricordare che 
s’ intende per prodotto di due , o di più linee il prodotto dei 
numeri che rappresentano tali linee ; e questi numeri dipen- 
dono dall’ unità lineare , che si può prendere a piacimento : 
posto ciò, il prodotto delle tre dimensioni d’un parallelepipedo 
è un numero che non significa niente in se stesso, e che sa- 
rebbe differente se si fosse presa un’altra unità lineare. Ma, 
se si moltiplicano parimente le tre dimensioni d’ un altro pa- 
rallelepipedo valutandole sulla medesima unità lineare, i due 
prodotti staranno fra loro come i solidi, e daranno l’idea del- 
la loro grandezza relativa. 

La grandezza d’un solido, il suo volume, ola sua esten- 
sione costituiscono ciò che si chiama la sua solidità : e la pa- 
rola solidità è impiegata particolarmente per designare la mi- 
sura d’un solido: cosi si dice che la solidità d’un parallele- 
pipedo rettangolo è uguale al prodotto della sua base per la 
sua altezza , o al prodotto delle sue tre dimensioni. 

Essendo le tre dimensioni del CHbo eguali fra loro, se il 
lato è 1 , la solidità sara 1X1 Xl, ossia 1 -, se il lato è 2, 
la solidità sarà 2X2X2 , ovvero 8 ; se il lato è 3 , la solidità 
sarà 3X3+3, ossia 27 , e così in seguito: perciò, essendo 
i lati dei cubi come i numeri 1,2,3, ecc. , i cubi stessi, 
o le loro solidità sono come i numeri 1, 8, 27, ecc. Quindi 
è che in aritmetica si chiama cubo d’ un numero il prodotto 
che risulta da tre fattori uguali a questo numero. 

Se si proponesse di fare un cubo doppio d’un cubo dato, 
bisognerebbe che il lato del cubo cercalo fosse al lato del cubo 
dato come la radice cubica di 2 è all’ unità. Ora si trova fa- 
cilmente con una costruzione geometrica la radice quadrala d: 
2, ma non si può trovare ugualmente la sua radiqe cubica , 
almeno colle semplici operazioni della geometria elementare , 
le quali consistono nel non impiegare che delle linee rette di cui 
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si conoscati due -punti , e dei cerchi in cui sieno determinali 
i ceni ri ed i raggi. 

l’er questa difficoltà il problema della duplicazione del 
cubo è stato celebre fra gli antichi geometri , come quello 
della trisezione dell angolo , che è precisamente del medesimo 
ordine. Ma si conoscono' fin da gran tempo le soluzioni di cui 
queste specie di problemi sono capaci, le quali, benché meno 
semplici delle costruzioni della geometria elementare, non sou 
per altro nè meno esatte , nè meno rigorose. 

PROPOSIZIONE XV. 

T E 0 B E M A. 

La solidità d' un parallelepipedo , ed in generale la soli- 
dità d’ un prisma qualunque , è uguule al prodotto della sua 
base per la sua altezza. 

Poiché l.° un parallelepipedo qualunque è equivalente ad 
un parallelepipedo rettangolo della medesima altezza, e di ba- 
se equivalente (1). Ora k» solidità di quest’ ultimo è uguale 
alla sua base moltiplicata per ha sua altezza -, dunque la soli- 
dità del primo è parimente uguale al prodotto della sua base 
per la sua altezza. 

2. ° Ogni prisma triangolare è la metà d’un parallelepipedo 
costruito in modo che abbia la medesima altezza, ed una base 
doppia (2). Ora la solidità di quest’ultimo è uguale alla sua 
base moltiplicata per la sua altezza •, dunque quella del prisma 
triangolare è uguale al prodotto della sua base , metà di quella 
del parallelepipedo , moltiplicata per la sua altezza. 

3. ° Un prisma qualunque può esser diviso in tanti pris- 
mi triangolari della medesima altezza, quanti sono i triangoli 
chp si possono formare nel poligono che gli serve di base. Ma 
la solidità di ogni prisma triangolare è uguale alla sua base 
moltiplicata per la sua altezza , e poiché l’altezza è la mede- 
sima per tutti, ne segue che la somma di tutti i prismi par- 
ziali sarà uguale alja somma di tulli i triangoli che servon 
loro di basi , moltiplicata per 1’ altezza comune. Dunque la 
solidità d’un prisma poligono qualunque è uguale al prodotto 
della sua base, moltiplicata per la sua altezza. 

Corollario. Se si paragonano due prismi che abbiano la 
medesim i altezza, i prodotti delle basi per le altezze staranno 
come le busi \ dunque due prismi della medesima altezza stan- 
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no fra loro come le loro boti -, per una simil ragione, due prismi 

della medesima base stanno fra loro come le loro altezze. 

PROPOSIZIONE XVI. 

LEMMA. 

Se una piramide SABCDE ( Fig. 214) è tagliata da un 
piano abd parallelo alla base. 

1. ° 1 luti SA , SB , SC , . . . e r altezza SO , saranno 

tagliati proporzionalmente m a t b , c j . . ed o ; 

2. ° La sezione abede sarà un poligono simile alla ba- 
se ABCDE. 

Poiché l.° essendo paralleli i piani ABC, ofcc, le loro in- 
tersezioni AB, ab con un terzo piano SAB saranno parallele (l)-, 
dunque i triangoli SAB, Saò sono simili, e si ha la proporzio- 
ne SA : Sa : : SB : S6 -, si avrebbe pure SB : Sé : : SC : Se ; e 
così in seguito. Dunque tulli i lati SA , SB , SC , ecc. sono 
tagliali proporzionalmente in a , b , c , ecc. L’altezza SO è 
taglio ta nella proporzione medesima al punto o, perchè BO e 
bo son parallele , perciò si ha SO : So : : SB ; S b. 

2.° Poiché ab è parallela ad AB , he a BC , cd a CD , 
ecc. , l’angolo afee= ABC , l'angolo 6erf=BCD, e cosi in se- 
guito. Inoltre , a cagione dei triangoli simili SAB , S ab , si 
ha AB : ab : : SB : Sé ; ed a cagione dei triangoli simili SBC, 
S bc , si ha SB : S6 : : BC : bc \ dunque AB : ab : : BC : bc •, a- 
vrebbesi pure BC : bc : : CD : cd , e cosi in seguilo. Dunque i 
poligoni ABCDE , abede , hanno gli angoli rispettivamente Ur 
guali , ed i Iati omologhi proporzionali -, dunque sono simili. 
,1. Corollario. Sieno SABCDE , SXYZ due piramidi , il cui 
vertice è comune, e che hanno la medesima altezza , ovvero 
le cui basi sono situate sopra un medesimo piano -, se si tagliano 
queste piramidi con un medesimo piano parallelo a quello delle 
basi, e che ne risultino le sezioni abede , xyz ; dico che le sezioni 
abede, x§rz, staranno fra loro come le basi , ABCDE, XYZ. 

Poiché, essendo simili i poligoni ABCDE, abede , le loro 
superfìcie stanno come i quadrali dei lali omologhi AB, ab ; 

ii* 

ma AB : ab : : SA : Sa -, dunque ABCDE : abede : : SA : Sa. 

1 9 

Per la medesima ragione, XYZ : xyz : : SX : Sx. Ma poiché 
aéc, xyz stanno in un medesimo piano, si ha pure SA : Sa : : 
SX : Sx -, dunque ABCDE : abede : : XYZ : xyz -, dunque 

(I) IO , S. 
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le sezrnni abede , xyz, situino fra loro corno le basi ABCDE, 
XYZ. Quindi se le basi ABCDE, XYZ sono equivalenti, le se- 
zioni latte ad eguali altezze sono ancora equivalenti. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

Due piramidi triangolari, che hanno le basi equivalenti e 
le altezze eguali sono cquiralenli. 

Sicno SABC , sale ( Fig. 215 ) le due piramidi le cui 
basi ABC , ale , che supponiamo situalo sullo stesso piano , 
siano equivalenti , ed abbiano la stessa altezza TA. Se queste 
due piramidi non sono equivalenti, sia sale la minore, e sia 
A r F altezza di un prisma che essendo costruito sulla base 
ABC sarebbe uguale alla loro d fferenza 

Si divida l’altezza comune AI. in parti uguali minori di 
A.*, e sia /c una di queste parti. Per i punti di divisione del- 
l’altezza , si facciano passare de’ piani paralleli a quello -delle 
b i si ; le sezioni falle da ciascuno di questi piani nelle due pi- 
ramidi, saranno equivalenti (1), tali come DBF e def. CHI e giti, 
eec. Cip posto sopra i triangoli ABC , DEF , CHI ecc. presi 
per basi , si costruiscano altrettanti prismi esterni che abbiano 
per spigoli le parli AD , DG , Gli , ecc. dello spigolo SA. 
Similmente sopra i triangoli def , ghi , k>m , ecc. presi per 
basi si costruiscano nella seconda piramide de’ prismi interni, 
che abbiano per spigoli le parli corrispondenti dello spigolo 
sa: tutti questi prismi parziali avranno per altezza connine le. 

La somma de’ prismi esterni della piramide SABC, è mag- 
giore della stessa piramide, la somma de’ prismi interni della 
piramide safic , è minore della medesima piramide : dunque per 
queste due ragioni la differenza tra le due somme de’ prismi 
dovrà essere maggiore della differenza delle due piramidi. 

Ora ad incominciare dalle basi ABC, oàc, il secondo pris- 
ma esterno DEFGE è equivalente al primo prisma interno defa , 
poiché le loro basi DEF, def , sono equivalenti ed Ranno l’al- 
tezza comune k *, per la stessa ragione sono equivalenti il ter- 
zo prisma esterno GHIE ed il secondo interno ghid, il quarto 
esterno ed il terzo interno , e così di seguito fino, all' ultimo 
degli uni e degli altri. Dunque tutti i prismi esterni della pi- 
ramide SABC , ad eccezione del prisma ABCD , hanno i loro 
equivalenti ne’prismi interni della piramide sale . Dunque il pris- 

(I) 16. cor. 
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m;i ABCDè la differenza tra la somma de’ prismi esterni della 
piramide SABC e la somma de’ prismi interni della piramide 
•uftc; ma la differenza di queste due somme è maggiore della 
differenza delle due piramidi; dunque bisognerebbe elio il pris- 
ma ABCD fosse maggiore del prisma ABCx; ora al contrario 
e minore, poiché questi hanno la medesima base ABC, e 1’ al- 
tezza k del primo è minore dell’altezza \x del secondo. Dun- 
que l'ipotesi dalla quale si è parlilo non potrebbe, aver luogo; 
dunque le due piramidi SABC , sabe , di basi equivalenti e di 
eguali altezze sono equivalenti. 

PROPOSIZIONE XVIll, 

TEOREMA, 

Ogni piramide triangolare è il terzo del prisma della 
medesima base e della mrdesitna altezza. 

Sia SABC (Fig 216) una p tumide triangolare, ABCDES, 
un prisma triangolare della medesima base e della medesima 
altezza , dico che la piramide è il terzo dèi prisma. 

Si tolga dal prisma la piramide SACB , resterà il solido 
SACDE , che si può considerare come una piramide quadran- 
golare il cui vertice è S , e che abbia per base il parallelo- 
grammo ACDE. Si tiri la diagonale CE’, e si conduca il piano 
SCE , che dividerà la piramide quadrangolare in due pirami- 
di triangolari SACE , SDCE. Queste due piramidi hanno per 
altezza comune la perpendicolare abbassala dal vertice S sul 
piano ACDE ; esse hanno le basi eguali, perchè i triangoli ACE , 
DEE , sono la metà del medesimo parallelogrammo ; dunque 
le due piramidi SACE , SDCE , sono equivalenti feu loro ; ma 
la piramide SDCE e la piramide SABC hanno le basi uguali 
ABC , DES , ed hanno ancora la medesima altezza , perchè 
quest’aiuola è la distanza de’ piani paralleli ABC, DES, dun- 
que le due piramidi SABC , SDCE, sono equivalenti. Ma si è 
dimostrato che la piramide SDCE è equivalente alla piramide 
SACE; dunque le tre piramidi SABC, SDCE, SACE, che com- 
pongono il prisma ADB sono equivalenti tra loro. Dunque la 
piramide SABC è il terzo del prisma ADB, che ha la medesima 
base e la medesima altezza. 

Corollario. La solidità di una piramide triangolare è 
uguale al terzo del prodotto della sua base per la sua altezza. 
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PROPOSIZIONE XIX. 

T E 0 H E M A. 

Ogni piramide SABCDE (Fig. 214) ha per misura il ter- 
zo dii prodotto della sua base ABCDE per la sua altezza SO. 

Poiché, facendo passare i piani SEB, SEC per le diagonali 
EB, EC, si dividerà la piramide poligona SABCDE in più pi- 
ramidi triangolari, che avranno tutte la medesima altezza SO. 

M i, pel teorema precedente, ognuna di queste piramidi si ipi- 
sura moltiplicando ciascuna delle basi ABE , BCE , CDE pel 
t izo della sua altezza SO, dunque la somma delle piramidi 
triangolari , o la piramide poligona SABCDE, avrà per misu- 
ra la somma de’ triangoli ABE, BCE , CDE, ossia il poligono 
ABCDE moltiplicata per $ SO -, dunque ogni piramide ha per mi- 
sura la terza parte del prodotto della sua base per la sua altezza. 

Corollario 1. Ogni piramide è la terza parte del prisma 
della medesima base e della medesima altezza. 

Coiollurio II. Due piramidi della medesima altezza stan- 
no fra loro come le loro basi, e due piramidi della medesima 
base sianno fra loro come le loro altezze. 

Scolio. Si può valutare la solidità di ogni corpo poliedro 
decomponendolo in piramidi -, e questa decomposizione si può 
fare in più maniere ; una delle più semplici e di far passare i 
piani di divisione pel vertice di uno stesso angolo solido-, al- 
lora si avranno tante piramidi parziali quante facce sono nel 
poliedro , eccello quelle che formano 1’ angolo solido donde 
partono i piani di divisione. 

PROPOSIZIONE XX. 

T E O B E M A. 

Due poliedri simmetrici sono equivalenti tra loro , ovvero 
uguali in solidità. - ~ ' . 

Poiché l.° due piramidi triangolari simmetriche, tali co- 
me SABC , TABC ( Fig. 202 ) , hanno per misura comune il 
prodotto della base ABC pel terzo dell’ altezza SO ovvero TO; 
dunque queste piramidi sono equivalenti tra loro. 

2.° Se si divide in una maniera qualunque uno de’polie- 
dri simmetrici in piramidi triangolari , si potrà dividere pa- 
rimente l’altro poliedro in piramidi triangolari simmelriche: 
ora le piramidi triangolari simmelriche son rispettivamente 
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equivalenti ; dunque i poliedri ini eri saranno equivalenti ira 

loro , o uguali in solidità. 

Scolio. Questa proposizione sembrava resultare immedia- 
tamente della proposizione li. ; ove si è fatto vedere elio in 
due poliedri simmetrici tutte le parti costituenti d’ un solitili 
sono eguali alle parli costituenti dell'altro-, ma non era però 
meno necessario il dimostrarla in uria maniera più rigorosa 

proposizione y. 

TEOREMA. 

Se una piramide è tagliata da un piano parallelo alla sua 
base , il tronco che resta togliendo la piccola piramide , è uguale 
olla somma di tre piramidi che hanno per altezza comune , /’ al- 
tezza del tronco , e le cui basi sono la base inferiore del tronco l i 
sua base superiore ed una media proporzionali ■ fra queste due basi. 

Sia SABCDE ( Fig. 217) una piramide tagliala dal piano 
abd parallelo alla base ; sia TFGH una piramide triangolare, 
in cui la base, e l’ altezza sieno ugudi, o equivalenti a quelle 
della piramide SABCDE. Si possono supporre le due basi si- 
tuale sopra un medesimo piano , ed allora il piano abd pro- 
lungato determinerà nella piramide triangolare una sezione fgh 
situala alla medesima altezza da sopra il piano comune delle 
basi : dal che risulta che la sezione fgh stà alla sezione abd , 
come la base FGH sta alla base ABC (l) ; e poiché le basi 
sono equivalenti , le sezioni lo saranno puro. Le piramidi 
S abede, Tfgh sono dunque equivalenti , giacché hanno la me- 
desima altezza e le basi equivalenti. Le piramidi intere SABCDE, 
TFGII sono equivalenti per la medesima ragione; dunque i tron- 
chi ABDrftìft, VGhfg , sono equivalenti, e per conseguenza ba- 
sterà dimostrare la proposizione enunciala pel solo caso del 
tronco di piramide triangolare. 

Sia dunque FGllhfg ( Fig. 219 ) un tronco di piramide 
triangolare a basi parallele : per i tre punti F , g , 11 , si 
faccia passare il piano Fgll , che taglierà dal tronco la pira 
mide triangolare grFGII. Questa piramide ha per base la base 
inferiore FGH del tronco ; ha pure per altezza l’ altezza del 
tronco, poiché il vertice g è nel piano della base superiore fgh. 

Dopo aver tolta questa piramide , resterà la piramide qua- 
drangolare fghHF, il cui vertice è g e la base /TiIIF. Ber i tre 
punti /■, g , H si conduca il p'uno fglì, elle dividerà la p rj- 
midc quadrangolare in due piramidi triangolari jF/'H , gfh IL 

(0 »«• 
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Quest’ ultima ha per base la base superiore gfh del tronco, e 
per altezza 1’ altezza del tronco , poiché il suo vertice H ap- 
partiene alla base inferiore. Quindi abbiamo già due delle tre 
piramidi che dcbbon comporre il tronco. 

Resta a considerare la terza gVfH: ora, se si conduce gH 
parallela ad fF, e che s’ immagina una nuova piramide /FHK, 
il cui vertice è K e la base F/H, queste due piramidi avran- 
no la medesima base F/H, esse avranno pure la rnedesima altezza 
poiché i vertici ; e K sono situati sopra una linea gK paral- 
lela a F /, e per conseguenza parallela al piano della base ; 
dunque queste piramidi sono equivalenti. Ma la piramide /FKH 
può esser considerata come se avesse il suo tertice in /, e co- 
si ella avrà la medesima altezza del tronco $ quanto poi alla 
sua base FKH dico ch’è media proporzionale fra le basi FGH, 
fgh. Infatti i triangoli FHK, fgh hanno un angolo uguale F —f 
ed un lato ugualeFK = /g ; si ha dunque (i) FHF. : fgh : : 
VII : fh. Si ha pure FHG : FHK : : FG : FK , o fg. Ma i trian- 
goli simili FGH , fgh danno FG : fg : : FII : fh ; dunque 
FGH : FHK : : FHK : fgh , e quindi la base FGK è media pro- 
porzionale fra le due basi FGH , fgh. Dunque un tronco di 
piramide triangolare , a basi parallele, equivale a tre pirami- 
di che hanno per altezza comune l’altezza del tronco, e le cui 
basi sono la base inferione del tronco , la sua base superiore 
ed una media proporzionale fra queste due busi. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

Se si taglia un prisma triangolare di cui ABC (Fig.216) 
è la buse, con un piano DKS inclinato a questa base , il solido 
ABCDES, che risulta da questa sezione, sarà eguale alla som- 
ma di tre piramidi , i vertici delle quali sono D, E, S, e la 
base comune ABC. 

Per i tre punti S, A, C, si faccia passare il piano SAC, 
che taglierà dal prisma troncato ABCDES la piramide triango- 
lare SABC : questa piramide ha per base ABC, e per vertice 
il punto S. 

Dopo aver tolta questa piramide , resterà la piramide qua- 
drangolare SACDE , di cui S è il vertice , ed AGDE la base. 
Per i tre punti S, E, C, conducasi il piano SEG , che divi- 
derà la piramide quadrangolare in due piramidi triangolari 
SACE , SODE. 



(1)24, 3. 
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La piramidi SAEC , che ha per base il triangolo AEC , 
e per vertice il punto S, è equivalente ad una piramide EABC, 
che avesse per base AEC e per vertice il punto B. Difulti que- 
ste due piramidi hanno la medesima base , ed hanno ancora 
hi medesima altezza , poiché la linea BS essendo parallela a 
ciascuna delle linee AE , CD , è parallela al loro piano ACE -, 
dunque la piramide SAEC è equivalente alla piramide EABC , 
la quale può esser considerata come se avesse per base ABC 
e per vertice il punto E. 

La terza piramide SODE può esser cambiala primiera- 
mente in ASCD, perchè queste due piramidi hanno la mede- 
sima base SCD ; ed hanno ancora la medesima altezza, poiché 
AE è parallela al piano SCD , dunque la piramide SCDE è 
equivalente ad ASCD. In seguilo la piramide ASCD può èsser 
cambiala in ABCD , perchè queste due piramidi hanno la ba- 
si; comune ACD, ed hanno ancora la medesima altezza ,■ poi- 
ché il loro vertici S e B sono situati sopra una parallela al 
piano della base. Dunque la piramide SCDE , equivalente ad 
ASCD, è ancora equivalente ad ABCD-, ora questa piramide 
può esser riguardata come se avesse per base ABC , c per 
vertice il punto D. 

Dunque finalmente il prisma troncato ABCDE è uguale al- 
la somma di tre piramidi , che hanno per base comune ABC 
ed i cui vertici sono rispettivamente i punti D , E , S. 

Corollario. Se i lati AE, BS, CD sono perpendicolari al 
piano della base; essi saranno- nel medesimo tempo le altezze 
delle tre piramidi che compongono il prisma troncato, di mo- 
do che la solidità del prisma troncalo sarà allora espressa 
da f ABCxAE-j-f AfiCXBS-f 7 ABCXCD, quantità; che riduce- 
si ad j ABCX (AE+BS+CD) («): 

PROPOSIZIONE XXII! . 

TEOREMA. 

Due piramidi triangolari simili hanno le facce omologhe 
simili , t gli angoli solidi omologhi uguali. 

Secondo la definizione, le due piramidi triangolari SABC , 
TDEF ( Fig. 203) sono simili se i due triangoli S\B , ABC, 
sono simili ai due TDE , DEF , e similmente disposti , cioè , 
se si ha I’ angolo ABS=DET , BAS=EDT , A BC-J-DEF , BAC 
=EDF, e se inoltre l’ Inclina /.ione dei piani SAB, ABC, è 11 - 

(a) Vedete l'appendice putta alla fine di questo udirne. 
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guale a quella dei piani TDK , DEF •, posto ciò , d'en elio 
queste piramidi hanno tutte le facce rispettivamente simili, e 
gli angoli solidi omologhi uguali. 

Si taglino BG=ED , B1I=EF , BI=ET , e si uniscano 
GII. Gl, HI. La piramide TDEF è uguale alla piramide IGBH; 
poiché, avendo preso i lati GB, BIl^ uguali ai lati DE, EF, 
e 1’ angolo GHB essendo por supposizione eguale all’ angolo 
DEF , il triangolo GHB è uguale a DEF , dunque , per ef- 
fettuar la soprappnsizione delle due piramidi, si può primie- 
ramente situare la base DEF stilla sua ugnale GBH •, dipoi , 
giacché il piano DTE è inclinato sopra DEF quanto lo è il 
piano SAB sopra ABG , è chiaro che il piano DET cadrà in- 
definitamente sopra il piano ABS. Ma, per supposizione, l’an- 
golo DET=GB1, dunque ET cadrà sulla sua ugnate Bl; e poi- 
ché i quattro angoli D, E , F , T , coincidono con i quattro 
G , B , H , I , ne segue , (1) che la piramide TDEF coincide 
colla piramide IGBH. 

Ora , a cagione dei triangoli ugnali DEF , GBH , si ha 
l’angolo BGII=EDF=BAC } dunque GH è parallela ad AG. Per 
una simile ragione Gl è parallela ad AS; dunque il piano IGH 
e parallelo ad SAC (2). DJ ciò segue che II triangolo IGH, o 
il suo uguale TDF, è simile a SAG (3), e che il triangolo [GII, 
o il sito uguale TEF è simile a SBG, dunque le due piramidi 
triangolari simili SABG, TDEF hanno le quattro facce rispetti- 
vamente simili : inoltre hanno gli angoli solidi omologhi uguali. 

Imperocché si è di già situalo l'angolo solido E sul suo 
omologo B , e si potrebbe fàre lo stesso per due altri angoli 
solidi omologhi : ma si vede immediatamente che due angoli 
solidi omologhi sono uguali , per esempio, gli angoli T ed S, 
poiché sono formati da tre angoli piani rispettivamente ugua- 
li , e similmente disposti. 

Dunque due piramidi triangolari simili hanno le facce omo- 
loghe simili , e gli angoli solidi omologhi uguali. 

Corollario I. I triangoli simili nelle due piramidi danno 
le proporzioni AB : DE :: BC : -EF :: AC : DF :: AS : DT :: 
SB : TE :: SG : TF; dunque nelle piramidi triangolari simi- 
li i lati omologhi sono proporzionali. 

Corollario II. E poiché gii angoli solidi omologhi sono 
uguali , ne segue che /’ inclinazione di due facce qualunque 
d’ una piramide è uguale all'inclinazione delle facce omologhe 
della piramide simile. v 



(I) 1. — (2) 13, 8. — (3) 15. 
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Corollario 111. Se si taglia la piramide triangolare S ABC 
con un piano GIH parallelo ad una delle facce SAG , la pira- 
mide parziale BGIH sarà simile alla piramide intera BASO : 
poiché i triangoli BGI , BGH sono rispettivamente simili ai 
triangoli BAS, BAG, e similmente disposti; I* inclinazione dei 
loro piani è la medesima da ambe le parti ; dunque le due 
piramidi sono simili. 

Corollario IV. In generale, se si taglia una piramide qua- 
lunque SABCDE (Fig. 214 ) con un piano abcde parallelo alla 
base , la piramide parziale Sabcde sarà simile alla piramide in- 
tera SABCDE. Poiché le basi ABCDE, abcde son simili, e tirando 
AG, ac si è dimostrato che la piramide triangolare SABC è si 1 - 
inile alla piramide Saèc-, dunque il punto S è determinato per 
rapporto alla base ABC , come il punto S per rapporto alla base 
abc (1), dunque le due piramidi SABCDE, S abcde sono simili. 

Scolio. In vece dei cinque dati richiesti dalla definizione 
perchè due piramidi triangolari sieno simili, si potrebbero so- 
stituirne altri cinque secondo differenti combinazioni, e ne ri- 
sulterebbero altrettanti teoremi, fra’ quali si può distinguere 
questo : Bue piramidi triangolari sono simili quando hanno i 
lati omologhi proporzionali. 

Poiché se si hanno le proporzioni AB : DE : : BC : EF : : 
AC : DF : : AS : DT : : SO : TE : : SC : TF , il che comprende 
cinque condizioni , i triangoli ABS , ABC , saranno simili ai 
triangoli DET , DEF , e similmente disposti. Si avrà pure il 
triangolo SBC simile a TEF ; dunque i tre angoli piani , che 
formano l’angolo solido B, saranno uguali rispettivamente agli 
angoli piani, che formano l’angolo solido E; donde ne segue 
che l’inclinazione dei piani SAB, ABC è uguale a quella dei 
loro omologhi TDE, DEF, e che perciò le due piramidi sono 
simili. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

T E 0 B E M A. 

Due poliedri simili hanno le facce omologhe simili e gli 
angoli solidi omologhi uguali. 

Sia ABCDE ( Fig. 219 ) la base d’ un poliedro ; sieno 
M e N i vertici di due angoli solidi fuori di questa base , 
determinati dalle piramidi triangolari MABC , NABC , la cui 
base comune è ABC ; sieno peli’ altro poliedro abcde la base 



(1) Def. 18. 
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omologa o simile ad ABCDIv, m e a i vertici omologhi ad M 
ed N, determina ti dallo piratiiuJi di tnubc , nube simili alle pi- 
ramidi MABC,.NABC*, dico primieramente che le distanze MN 
mn sono proporzionali ai lati omologhi AB, ab. 

infatti, essendo simili le piramidi MA BC, mabe, l’inclina- 
zione dei piani MAC, I5AC è uguale a quella dei piani mac, bac\ 
parimente, essendo simili le piramidi NABC, naòc, l’ inclinazio- 
ne dei piani NAC, BAC è uguale a quella dei piani noe, bac\ 
dunque , se si tolgano le prime inclinazioni dalle ultime, re- 
sterà l’ inclinazione dei piani NAC , MAC uguale a quella dei 
piani nac , mac. Ma a cagione della similitudine delle stesse 
piramidi , il triangolo MAC è simile a mac * ed il triangolo 
NAC è simile ad vac -. dunque le due piramidi triangolari 
MN’AC , miiuc hanno due facce rispettivamente simili e sottil- 
mente disposte ed ugualmente inclinale fra loro-, dunque que- 
ste piramidi sono simili (i), e i loro lati omologhi danno la 
proporzione UN : mn : : AM : am. D'altronde AM : am : : 
AB : ab ; dunque MN : tnn : : AB : ab. 

Sieno P e q due altri vertici omologhi dei medesimi po- 
liedri-, si avrà similmente PN : pn : : AB : ab\ PM : pm : : 
AB : uè-, dunque MN : mn : : PN : pn : : PM : pm. Dunque 
il triangolo PNM, che unisce tre vertici qualunque d’ un po- 
liedro , è simile al triangolo pimi che unisce i tre vertici omo- ' 
loghi dell' altro poliedro. 

Sieno inoltre Q , e q due vertici omologhi , ed il trian- 
golo PQN sarà simile a pqn. Dico di più che l’inclinazione dei 
piani PQN , PMN è uguale a quella dei piani pqn j pmn. 

Poiché se si tirino QM e qtn , si avrà sempre il triango- 
lo QNM simile a qnm, e per conseguenza l’angolo QNM ugua- 
le qnm. Si concepisca in N un angolo solido formato dai ire 
piatti QNM, QNP, PNM ed in n un altro angolo solido forma- 
to dai tre angoli piani qnm , qnp , pnm: poiché questi angoli 
piani sono rispettivamente uguali , ne segue che gli angoli so- 
lidi sono uguali. Dunque T inclinazione dei due piani PNQ, PNM 
è uguale a quella dei loro omologhi pnq , pnm; dunque, se i 
due triangoli PNQ, PNM fossero in un medesimo piano, nel 
qual caso si avrebbe l’angolo QNM=QNP-$-PNM , si avrebbe 
pure l’angolo qnmzjzqnp-\-pnm : ed i due triangoli qnp , pnm 
sarebbero pure in un medesimo piano. 

Tutto ciò che abbiamo dimostrato ha luogo qualunque 
sictut gli angoli M , N , P , Q , paragonali ai loro omologhi 
m , « , p , q- 

(>) 23 . 
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Supponiamo ora che la superficie d* uno dei poliedri sia 
divisa in triangoli ABC , ACD, MNP, NPQ, eec. ; si vede die 
la superficie dell* altro poliedro conterrà un egual numero di 
triangoli abe , aed . mnq , npq , ere- simili e similmente di- 
sposti ; e se più triangoli, come MPN, NPQ, ecc. , apparten- 
gano ad una medesima faccia , e sono un medesimo piano , 
i loro omologhi mpn , npq , ecc. , saranno parimente in un 
medesimo piano. Dunque ogni faccia poligona in un poliedro 
corrisponderà ad una faccia poligona simile nell’altro poliedro 
e perciò i due poliedri saranno compresi da un medesimo nu- 
mero di piani simili , e similmente disposti. Dico di più che 
gli angoli solidi omologhi saranno uguali. 

Poiché , se l’ angolo solido N , per esempio , è formato 
dagli angoli piani QNP, PNM , MNR , QNR , l’angolo solido 
omologo n sarà formato dagli angoli piani qnp , pnm , inni - , 
qnr. Ora questi angoli piani sono rispettivamente uguali, e 
l' inclinazione di due piani adiacenti è uguale a quella dei lo- 
ro omologhi •, dunque i due angoli solidi sono uguali poiché 
possono essere soprapposli. 

Dunque finalmente due poliedri simili hanno le faccic o- 
mologhe simili , e gli angoli solidi omologhi uguali. 

Corollario. Segue dalla dimostrazione precedente che , 
se con quattro vertici d’ un poliedro si formi una piramide 
triangolare, e si formi pure un’altra piramide con i quattro 
vertici omologhi d’un poliedro simile, queste due piramidi sa- 
ranno simili, perchè avranno i lati omologhi proporzionali (1). 

Si vede nel tempo stesso che due diagonali omologhe (2), 
per esempio, AN, an stanno fra loro come due Iati omolo- 
ghi AB, ab. 

PROPOSIZIONE XXV. 

T E O B E Jtt A. » 

Due poliedri simili possono dividersi in un medesimo nu- 
mero di piramidi triangolari simili rispettivamente , e simil- 
mente disposte. 

Poiché si è già veduto che le superficie dei due poliedri 
si possono dividere in un medesimo numero di triangoli si- 
mili rispettivamente , e similmente disposti. Si considerano 
tulli i triangoli d’ un poliedro eccetto quelli , che formano 
l’ angolo solido A , come le basi di tante piramidi prese iu- 

(1) 21. scol. — (2) 17, 2. 
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sieme comporranno il poliedro -, si divida parimente I’ altro 
poliedro in piramidi , che abbiano per vortice comune quello 
dell’ angolo a omologo ad A ; è chiaro che la piramide la 
quale conginnge quattro vertici d'un puliedro, sarà simile alla 
piramide, che congiunge i quattro vertici omologhi dell’altro 
poliedro. Dunque due poliedri simili ec. 

PROPOSIZIONE XXVI. 
teorema. 

Due piramidi simili stanno fra loro come i cubi dei lati 
omologhi ( Fig. 214. )• 

Poiché essendo simili due piramidi , la minore potrà es- 
sere situala nella maggiore, in maniera che abbiano l’angolo 
solido S comune. Allora le basi AB(iDE, abede , saranno pa- 
rallele -, poiché , siccome le facce omologhe sono simili (1) , 
1’ angolo S «6 è eguale a SAB , come pure S6c ad SBC -, dun- 
que il piano abe è parallelo al piano ABC (2). Ciò posto, sia 
SO la perpendicolare abbassata dal vertice S sul piano ABC, 
e sia o il punto ove questa perpendicolare incontra il piano 
abc\ si avrà , secondo quello eh’ è stato già dimostrato (ò) , 
SO : So : : SA : Sa : : AB : ab , e per conseguenza 

t So : t So : ■ AB : ab 

Ma , essendo le basi ABCDE , abede , figure simili , si ha 

— * * 

ABCDE : abede : : AB : ab. 

Moltiplicando queste due proporzioni termine a termine , ne 
risulterà la proporzione 

ABCDE X t So : abede X I So : : AB : ab -, 

ora ABCDE X ì SO è la solidità della piramide SABCDE (4), 
ed abede X I So è quella della piramide S abede , dunque due 
piramidi simili stanno fra loro come i cubi dei loro lati omo- 
loghi. 



(1) 25. — (2) 13, 5. - (3) 16. — (4) 18. 
Geom. Sol. 4 
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PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. 

Due poliedri simili stanno fra loro come i cubi dei lati 
omologhi. 

Poiché due poliedri simili ( Fig. 219 ) possono essere 
divisi in un medesimo numero di piramidi triangolari re- 
spettivamenie simili (I). Ora le due piramidi simili AP.N.M , 
apnm stanno fra loro come i cubi dei lati omologhi AM, am , 
o come i cubi dei tali omologhi All , ab. Lo stesso rapporto 
avrà luogo fra due altre piramidi omologhe qualunque \ dun- 
que la somma di tulle le piramidi che compongono un polie- 
dro , ossia il poliedro stesso, sta all’ altro poliedro , come il 
cubo d’ un lato qualunque del primo , sta al cubo del lato 
omologo del secondo. 



Scolio generale. 

Possiamo presentare in termini algebrici, cioè nella ma- 
niera più succinta , la ricapitolazione delle principali proposi- 
zioni di questo libro , concernente le solidità dei poliedri. 

Sia B la base d’ un prisma , A la sua altezza -, la soli- 
dità del prisma sarà BxA, ovvero BA. 

Sia B la base d’una piramide, A la sua altezza; la solidità 
della piramide sarà BXjA,oAX{B, ovvero } BA. 

Sia A I’ altezza d’ un tronco di piramide a basi paralle- 
le: sirno B , e B' le sue basi -, yBB' sarà la media propor- 
zionale fra esse; e la solidità del tronco sarà 

ì A (B+B'H-VBB')- 

Sia B la base d’ un tronco di prisma triangolare’, A, A', 
A" sieno le altezze de’ suoi tre vertici superiori ; la solidità 
del prisma troncalo sarà J BX(A-J-A'-J-A"). 

•Sieno finalmente P e p le solidità di due poliedri simi- 
li -, A ed a due lati o due diagonali omologhe di questi po- 

. . , 3 * 
liedri ; si avrà P : p : : A : a. 



(I) 25. 
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LIBRO VII. 

DELLA SFERA. 



SI 



DEFINIZIONI. 



i. La sfera è un solido terminato da una superficie curva, 
di cui tutti i punti sono ugualmente distanti da un punto in- 
terno che si chiama centro. 

Si può immaginare la sfera come generata dalla rivoluzio- 
ne del semicerchio DAE intorno al diametro DE (Fig. 200) •, 
poiché la superficie descritta con tal movimento dèlia curva 
DAE avrà tutti i suoi punti e distanze uguali dal centro C. 

ii. il raggio della sfera è una linea retta condotta dal 
centro a un punto della sua superficie ; il diametro o asse è 
una linea, che passa pel centro , e termina da ambe le parti 
alla superficie. 

Tutti i raggi della sfera sono uguali 5 tutti i diametri 
sono uguali , e doppi del raggio. 

111. Si dimostrerà (1) che ogni sezione della sfera fatta 
da un piano è un cerchio: posto ciò si chiama cerchio mas- 
simo la sezione che passa pel centro , cerchio minore quella 
che non vi passa. 

iv. Un piano è tangente alla sfera quando non ha che un 
solo punto comune colla sua superficie. 

v. Il polo d’un cerchio della sfera è un punto della su- 
perficie ugualmente lontano da tulli i punti della circonferen- 
za di quel cerchio. Si farà vedere (2) che ogni cerchio, mas- 
simo o minore , ha sempre due poli. 

vi. Triangolo sferico è una parte della superficie della 
sfera racchiusa da tre archi di cerchi massimi. 

Questi archi , che si chiamano i lati del triangolo, ven- 
gono sempre supposti minori della semicirconferenza. Gli an- 
goli , che i loro piani fanno fra loro , sono gli angoli del 
triangolo. 

vii. Un triangolo sferico prende il nome di rettangolo , 
isoscele , equilatero ne' casi stessi d’ un triangolo rettilineo. 

vui. Poligono sferico è una parte della superficie della 
sfera racchiusa da più archi di cerchi massimi. 

(i) I. - (2) 6. 
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ix. Fuso è la parie della superficie della sfera compresa fra due 
semicerchi massimi, che si terminano a un diametro comune. 

x. Si chiama cuneo , ovvero unghia sferica la parte del so- 
lido della sfera compresa fra i medesimi semicerchi mass : mt, 
ed alla quale il fuso serve di base. 

xi. Piramide sferica è la parte del solido della sfera com- 
presa fra i piani d’ un angolo solido, il cui vertice è al cen- 
tro. La base della piramide è il poligono sferico intercetto tra 
i medesimi piani. 

xii. Si chiama zona la parte della superficie della sfera 
compresa fra due piani paralleli, che ne sono le 6asi. Uno di 
questi piani può esser tangente alla sfera} allora la zona non 
ha che una base. 

xui. Segmento sferico è la porzione del solido della sfera 
compresa fra due piani paralleli , che ne sono le basi. 

Uno di questi piani può esser tangente alla sfera} allora 
il segmento sferico non ha che una base. 

xiv. L’altezza d’una zona , o <T un segmento è la distanza dei 
due piani paralleli, che sono le basi della zona o del segmento. 

xv. Mentre il semicerchio DAE ( Fig. 220 ) , girando intorno 
al diametro DE descrive la sfera , ogni settore circolare , come 
DCG o GCI, descrive un solido, che si chiama settore sferico. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

Ogni sezione della sfera , fatta da un piano , e un cerchio . 

Sia AMB ( Fig. 221. ) la sezione fatta da un piano nella 
sfera , il cui centro è C Dal punto C si abbassino la perpendi- 
colare CO sul piano AMB , e differenti oblique CM , CM , CB 
a’ diversi punti della curva AMB che termina la sezione. 

Le oblique CM, CM, CB, sono uguali, poiché sono raggi 
della sfera } esse sono dunque ugualmente lontane dalla per- 
pendicolare CO (1)} dunque tutte le linee OM, OM, OB, sono 
uguali, dunque la sezione AMD è un cerchio di cui il punto 0 
è il centro. 

Corollario. 1. Se la sezione passa pel centro della sfera, 
il suo raggio sarà il raggio della sfera: dunque tutti i cerchi 
massimi sono uguali fra loro. 

Corollario II. Due cerchi massimi si tagliano sempre in 
due parti uguali, poiché la loro comune intersezione, passan- 
do pel centro , è un diametro. 

(I) 5, 5. 
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Corollario. III. Ogni cerchio massimo divide la sfera, e 
la sua superficie in due parti uguali: poiché se dopo aver se- 
parali i due emisferi , si applicano sulla base comune rivol- 
gendo le loro eon vessila dal medesimo lato, le due superficie 
coincideranno una coll’ altra, altrimenti vi sarebbero dei punti 
più vicini al centro gli uni che gli altri. 

Corollario IV. Il centro d’uu cerchio minore (Fig. 221), 
e quello della sfera sono sopra una medesima retta perpendi- 
colare al piano del cerchio minore. 

Corollario V. I cerchi minori sono tanto più piccoli quan- 
to sono più lontani dal centro della sfera *, poiché quanto è 
più grande la distanza CO , tanto è più piccola la corda AB, 
diametro del cerchio minore AMB. 

Corollario VI. Per due puuti dati sulla superficie d’ una 
sfera si può far passare un arco di cerchio massimo -, poiché 
i due punti dati, ed il ceutro della sfera sono tre punti, che 
determinano la posizione d’ un piano. Ma intanto, se i due punti 
dati fossero alfe estremità d’un diametro, allora questi due pun- 
ti, ed il centro sarebbero in linea retta, e vi sarebbe un’infinità 
di cerchi massimi , che potrebbero passare per i due punti dati. 

PROPOSIZIONE IR 

TEOREMA. 

In ogni triangolo sferico ABC ( Fig. §22 ) un lato qua- 
lunque è minore della somma degli altri due. 

Sia 0 il centro della sfera, e sieno tirati i raggi OA, OB, 
OC. Se s’immaginano i piani AOB r AOC r COB, questi piani 
formeranno al punto 0 un angolo solido, e gji angoli AOB , 
AOC, COB avranno per misura i late AB, AC , BC del trian- 
golo sferico ABC. Ora ciascuno dei tre angoli piani, che com- 
pongono I’ angolo solido r è minore della somma degli altri 
due (1) f dunque un lato qualunque del triangolo ABC è mi- 
nore della somma degli altri due. 

P R 0 P Q < S 1 Z. I 0> N E 1». 

t 1 O SI B Ar 

ttpiù corto cammino da impunto ad un altro sulla superficie 
della sfera , è Parco dicerchio massimo che unisce i due punti dati. 

Sia ANB (Fig. 223) P arco di cerchio massimo che uni- 

(I) 21 , 5. 
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sce i punii A e B , e sia fuor di quest’ arco , se è possibi- 
le M un punto della linea più corta fra A c B Pel punto M 
si tirino gli archi di cerchio massimo MA , MB , e si tagli 
BN=MB. 

Pel teorema precedente, l’arco ANB è più corto di AM-f- 
MB ; togliendo da ambedue le parti BN=BM , resterà AN < 
AM. Ora la disianza da B ad M, sia eh’ essa si confonda col- 
l’arco BM, o ch’ella sia qualunque altra linea, è uguale alla 
dslanza da B ad N ; poiché facendo girare il piano del cer- 
chio massimo BM intorno al diametro che passa per B, si può 
condurre il punto M sul punto N, ed allora la linea più cor- 
ta da M a B , qualunque sia , si confonderà con quella da N 
a B; dunque i d,ue cammini da A a B, l’uno che passa per 
M , 1’ altro per N , hanno una parte uguale da M a B , e da 
N a B. Il primo cammino, per supposizione , è il più corto: 
dunque la distanza da A a M è più corta della distanza da A 
ad N ; il che sarebbe assurdo, poiché l’ arco AM è maggiore 
di AN : dunque nessun punto della linea più corta fra A e B 
ouò essere fuori dell’arco ANB; dunque quest’arco stesso è 
U linea più corta fra le sue estremità. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

La somma dei tre lati d' un triangolo sferico è minore 
della circonferenza d’ un cerchio massimo. 

Sia ABC (Fig. 224) un triangolo sferico qualunque; si pro- 
lunghino i lati AB , AC , finché s’incontrino di nuovo in L). Gli 
archi ABD, ACD, saranno mezze circonferenze , poiché due cer- 
chi massimi si tagliano sempre in due parti uguali (1) : ma nel 
triangolo BCD si ha il lato BC<BD-|-CD (2) ; aggiungendo da 
ambe le parti AB+AC , si a\ra AB-fAC+BC<ABD+ACD , 
cioè minore d’ una intera circonferenza. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

La somma dei lati d’ogni poligono sferico è minore della 
circonferenza d’ un cerchio massimo. 

Sia , per esempio, il pentagono ABCDE (Fig. 225) : si 

(I) 1. - (2) 2. 
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prolunghino i lati Ali , DC , finché %’ incontrino in F: poiché 
BC è minore di BF-j-CF, il contorno del pentagono ABCDE è 
minore di quello del quadrilatero AEDF. Si prolungano nuo- 
vamente i lati AE , ED fino al loro incontro in G , si avrà 
FD<EG-f GD-, dunque il contorno del quadrilatero AEDF è 
minore di quello del triangolo AFG \ ma questo contorno è 
minore della circonferenza d’ un cerchio massimo : dunque 
con più ragione il contorno del poligono ABGDE è minore di 
questa stessa circonferenza. 

Scolio. Questa proposizione è in sostanza la medesima della 
XX1E del libro V.*, poiché se 0 è il centro della sfera si può 
immaginare al punto O è un angolo solido formato dagli angoli 
piani AOB, BOC, COD. ecc., c la somma di questi angoli dev’es- 
sere minore di quattro angoli retti-, il che non differisce dalla 
proposizione presente. La dimostrazione che ora n’abbiamo da- 
ta, è differente da quella del libro V.-, I’ unaj, e l’altra sup- 
pongono che il poligono ABCDE sia convesso, ovvero che nes- 
sun lato prolungato tagli la figura. 

PROPOSIZIONE VI. 

I £ 0 8 E AI Ai 

Se si conduce il diametro DE ( Fig. 220 ) 'perpendicolare 
al piano del cerchio massimo AMB , le estremità D ed E di 
questo diametro saranno i poli del cerchio AMB, e di tutti i 
cerchi minori , come FNG , che gli son paralleli. 

Poiché DC, essendo perpendicolare al piano AMB, è per- 
pendicolare a tutte le rette CA, CM , GB, ec. *, condotte dal 
suo piede in questo piano -, dunque lutti gli archi DA , DM,’ 
DB, ec. sono quarte parli di circonferenza: Io stesso è degli 
archi EA , EM , EB , ec -, dunque i punti D ed E sono cia- 
scuno ugualmente lontani da tutti i punti della circonferenza 
AMB-, dunque essi sono i poli di questa circonferenza (1). 

In secondo luogo il raggio DC , perpendicolare al piano 
AMB , é perpendicolare al suo parallelo FNG -, e perciò passa 
pel centro 0 del cerchio FNG (2) ; dunque , se si tirino le 
obblique DF , DN , DG , queste obblique si allontaneranno 
ugualmente dalla perpendicolare DO , e saranno uguali. Ma , 
essendo uguali le corde, sono uguali gli archi corrispondenti-, 
dunque tulli gli archi DF, DN , DG, re. sono fra loro ugua- 
li-: dunque il punto I) è il polo del cerchio minore FNG, o 
per la medesima ragione il punto E è l’ altro polo. 

(I) Def. ò. - (-) 1. 
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Corollario I Ogni arco DM condono da un punto dell'ar- 
co di cerchio massimo AMB al suo polo è un quarto di cir- 
conferenza , che noi per abbreviare chiameremo quadrante ; e 
questo quadrante fa nel medesimo tempo un angolo retto col- 
l’arco AM. Poiché, essendo la linea DC perpendicolare al pia- 
no AMC, ogni piano DMC , che passa per la linea DC, è per- 
pendicolare al piano AMC (1); dunque l’angolo di questi piani, 

0 seguendo la definizione VI. l’angolo AMD , è un angolo retto. 

Corollario II. Per trovare il polo di un arco dato AM 
conducasi l’arco indefinito MD perpendicolare ad MA; si pren- 
da MD uguale a uu quadrante , ed il punto D sarà uno dei 
poli dell’ arco MD : ovvero conducansi per due punti A e M 
gli archi Al) e MD perpendicolari ad AM , il punto d’ incon- 
tro D di questi due archi sarà il polo corcalo 

Corollario IH. Reciprocamente, se la distanza del punto 
D da ciascuno dei punti A ed M è uguale ad un quadrante , 
dico che il punto D sarà il polo dell’arco AM, e che nel me- 
desimo tempo gli angoli DAM , AMD saranno retti. 

Poiché sia C il centro della sfera, e sieno condotti i raggi 
CA, CD, CM: poiché gli angoli ACD, MCD sono retti, la li- 
nea CD è perpendicolare alle due rette CA , CM ; dunque essa 
è perpendicolare al loro piano; dunque il punto D è il polo del- 
l’ arco AM; ed in conseguenza gli angoli DAM, AMD sono retti. 

Scolio. Le proprietà dei poli permettono di segnare sulla 
superficie della sfera archi di cerchio Culla medesima facilità 
che sopra uua superficie piana. Si vede per esempio, che fa- 
cendo girare l’arco DF , o qualunque altra linea dello stesso 
intervallo intorno al punto D, l’estremità F descriverà il cerchio 
minore FNG ; e se si fa girare il quadrante DFA intorno al 
punto D, l'estremità A descriverà l’arco di cerchio massimo AM. 

Se bisogna prolungare l’arco AM,o se non sieno dati che 

1 «oli punti A e M, per i quali deve passare quest’arco, si 
determinerà prima il polo D mediante l’intersezione di due 
archi descritti dai punti A ed M, come centri, con un inter- 
vallo uguale al quadrante. Avendo trovato il polo D , si de- 
scriverà dal punto D, come centro, e col medesimo intervallo 
1’ arco AM ed il suo prolungamento. 

Finalmente, se da un punto dato P si deve abbassare un 
arco perpendicolare sull’arco dato AM, si prolungherà questo 
arco in S fino a che l’intervallo PS sia eguale ad un quadran- 
te; in seguito dal polo S, e col medesimo intervallo si descri- 
verà l’arco PM , che sarà l’arco perpendicolare cercalo. 

( 1 ) 18 , 5 . 
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TEOREMA. 

Ogni piano perpendicolare all ’ estremità d' un raggio è 
tangente alla sfera- 

Sia FAG ( Fig. 226 ) un piano perpendicolare all’ estremità 
del raggio OA ; se si prende un punto qualunque M su questo 
piano , e si tirino OM ed AM , l’angolo OAM sarà retto , e 
perciò la distanza OM sarà maggiore di OA. Il punto M è 
dunque fuori della sfera; e, siccome è lo stesso per ogni al- 
tro punto del piano FAG , ne segue che questo piano non ha 
che il solo punto A comune colla superficie della sfera; dun- 
que è tangente a questa superficie (1). 

Scolio. Si può dimostrar similascnte che dne sfere non 
hanno che un sol punto comune, e senio per conseguenza tan- 
genti I’ una dell’altra : quando la distanza dei loro eentri è 
eguale alfa somma , o alla differenza dei loro raggi , allora i 
centri , ed il punto di contatto sono in linea retta. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

V angolo BAG ( Fig. 226), che fanno tra loro due archi 
di cerchi massimi AB, AC, è uguale all’angolo FAG formato 
dalle tangenti di questi archi al punto A : esso ha pure per 
m ì sui a /’ arco DE descritto dal punto A come polo fra i lati 
AB , AG , prolungati se sia necessario. 

Poiché la tangente AF, condotta nd piano dell’arco AB, è 
perp 'ndicolare al raggio AO; la tangente AG, condotta nel piano 
dell’arco AG ,è perpendicolare al medesimo raggio AO. Dunque 
l’angolo FAG è uguale all’angolo dei piani OAB, OAG, (2) , 
eh’ è quello degli archi AB, AG, e che s’indica con BAC. 

Parimente , se 1’ arco AD é uguale ad un quadrante, co- 
me pure AE, le linee OD , OE saranno perpendicolari ad AO , 
e I’ angolo DOE sarà pure eguale all’ angolo dei piani AOD , 
AOE ; dunque l’arco DE è la misura dell’angolo di questi 
piani , ossia la misura dell’angolo CAB. 

Corollario. Gli angoli dei triangoli sferici possono para- 
gonarsi fra loro per mezzo degli archi di cerchi massimi de- 



(1) Def. i. — (2) 17. 5. 
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scrini dai loro vertici come poli e compresi fra i loro lati. Quindi 

è facile fare un angolo sferico uguale ad un angolo dato. 

Scolio. Gli angoli opposti al vertice , tali come AGO e 
BCN (Fig. 238) sono eguali-, poiché l’uno o l’altro è sempre 
l’angolo formato dai due piani ACB , OCN. 

Si vede pure che nell’incontro dei due archi ACB, OCN 
i due angoli adiacenti AGO, OCB, presi insieme, equivalgono 
sempre a due angoli retti. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

Essendo dato il triangolo sferico ABC , ( Fig. 227 ) se 
dai punti A, B, C, come poli si descrivano gli archi EF, FD , 
DE, che formano il triangolo DEF -, reciprocamente i tre punti 
D, E, F, saranno i poli dei lati BC, AC, AB. 

Poiché , essendo il punto A il polo dell’ arco EF , la di- 
stanza AE è un quadrante; essendo il punto C il polo dell’ar- 
co DE, la distanza CE è parimente un quadrante, dunque il 
punto E è lontano un quadrante da ciascuno dei punti A e C ; 
dunque esso è il polo dell’arco AC (i). Si dimostrerà simil- 
mente che D è il polo dell’arco BC, ed F quello dell’arco AB. 

- Corollario. Dunque il triangolo ABC può esser descritto 
per mezzo di DEF , come DEF per mezzo di ABC. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Poste le medesime cose che nel teorema precedente , ciascun 
angolo d'un dei triangoli ABC, DEF, (Fig. 227) avrà per misura 
la mezza circonferenza, meno il lato opposto nell'altro triangolo. 

Sieno prolungali , se è necessario , i lati AB , AC finché 
incontrino EF in G ed H : poiché il punto A è il polo del- 
l’arco GH, l’angolo A avrà per misura l’arco GII. Ma l’arco 
EH è un quadrante , come pure GF , poiché E è il polo di 
AH, ed F è il polo di AG : dunque EH+GF equivale ad una 
semicirconferenza. Ora EH-j-GF è lo stesso che EF-j-GH-, dun- 
que l’arco GH, che misura l’angolo A, è uguale ad una se- 
micirconferenza meno il lato EF ; parimente l’angolo B avià 
per misura Ici'rc. — DF, e l’angolo C, idre. — DE. 

( 1 ) 0 . 
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Questa proprietà dev’essere reciproca fra i due triangoli, 
poiché si descrivono nella stessa maniera l’uno col mezzo del- 
l’altro. Così troveremo che gli angoli D, E, F del triangolo 
DEF hanno per misura respellivamente Idre .— BC , idre . — 
AC, idre. — AB. Infatti l’ angolo D, per esempio , ha per mi- 
sura l’arco MI : ora M!-4*BC=MC-J-BI:=|£. - irc. : dunque I’ arco 
MI , misura dell’ angolo D , s —idre . — BC ; e così degli altri. 

Scolio. Bisogna osservare che oltre al triangolo DEF (Fig. 
228) se ne potrebbero formare tre altri mediante l’intersezio- 
ne dei tre archi DE, EF, DF. Ma la proposizione attuale non 
ha luogo che pel triangolo centrale, che è distinto dagli altri • 
Ire in ciò che i due angoli A e D (Fig.227) son situati dalla 
medesima parlo di BC , i due B ed E dalla medesima parto * 
di AC, ed i due C e F da una medesima parte di AB. 

Si danno differenti nomi a due triangoli ABC, DEF: noi 
li chiameremo triangoli polari. 

PROPOSIZIONE XI. 

LEMMA. 

Essendo dato un triangolo ABC (Fig. 229) se dal polo 
A , e coll’ intervallo AC si descrira V arco di cerchio minore 
DEC - , se dal polo B, e coll'intervallo BC si descrira parimen- 
te l’ arco DFC - , e se dal punto D , ore gli archi DEC , DFG 
si tagliano , si conducano gli archi di cerchio massimo AD , 
DB - , dico che il triangolo ADB cosi formato avrà le sue patti 
uguali a quelle del triangolo ABC. 

Poiché, per costruzione, il lato APs=AC, DB=BC, AB 
è comune - , dunque questi due triangoli hanno i lati - respelli- 
vamente uguali. 

Dico ora che gli angoli opposti ai lati uguali sono uguali. 

Infatti , se si suppone il centro della sfera in 0, si può 
concepire un angolo solido formalo al punto O dai tre angoli 
(ciani AOB , AOC , BOC ; si può concepire parimente un se- 
condo angolo solido formato dai tre angoli piani AOB, AOD, 
BOD. E poiché i lati del triangolo ABC sono uguali a quelli 
del triangolo ABD, ne segue che gli angoli piani, che forma- 
no uno di questi angoli solidi, sono respetlivamente uguali agli 
angoli piani, che formano l’altro angolo solido - , ma in tal caso 
si è dimostrato (i) che i piani in cui sono gli angoli ugua- 
li , son egualmente inclinati fra loro , dunque gli angoli del 

(I) 25, 5. 
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triangolo sferico DAB sono uguali a quelli del triangolo CAB, 
cioè DAB=BAC, DBA=ÀBC, ed ADB=ACB; dunque i lati, e 
gli angoli del triangolo ADB sono uguali ai Iati, ed agli an- 
goli del triangolo ACR. 

Scolio. L r eguaglianza di questi triangoli non è però urTa- 
guagfinnza assoluta, o di soprapposizioue, poiché sarebbe im- 
possibile d’ applicarli l’uno sulf altro esattamente , salvo che 
non fossero isosceli. L’uguaglianza, di cui si tratta, è quel- 
la , cbe abbiamo già chiamata uguaglianza per simmetria ; e 
per questa ragione chiameremo & triangoli ACB, ADB trian- 
goli simmetrici. 

PROPOSIZIONE, xir, 

TEOREMA, 

Due triangoli situati sopra la medesima sfera , o sopra 
sfere uguali , sono eguali in tutte le loro parti quando /tanna 
un angolo uguale compreso fra lati respettivamente uguali. 

Sia il lato AB=EF (Fig. 230), il lato AC=EG, è l’an- 
golo BAC=FFG \ il triangolo EFG potrà essere situalo sopra 
il triangolo ABC , o sul suo simmetrico ABB nella medesima 
maniera che si soprappengono due triangoli rettilinei , che 
hanno un angolo uguale compreso fra lati uguali. Dunque 
tutte le parti del triangolo EFG saranno uguali a quelle del 
triangolo ABC , valle a dire che oltre le tre parti , che sono 
supposte uguali, si avrà il lato BC=FG„ l'angolo ABC=EFG^ 
e ì’ angolo ÀCB=EGF. 

PROPOSIZIONE XIII. 

T E 0 R E M A. 

Due triangoli situati sopra kt medesima sfera , o sopra 
sfere uguali , sona uguali in tutte le loro parti quando hanno 
un lato uguale adiacente a due angoli respettivamente uguali. 

Poiché uno di questi triangoli può essere situato sopra 
l’ altro, o sul suo simmetrico, come si fa nel caso simile dei 
triangoli rettilinei. Ved. la prop. VII. del lib. I. 
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PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

Se due triangoli situati sulla medesima sfera , o sopra 
sfere uguali , sono equilateri fra loro , saranno anche equian- 
goli , e gli angoli uguali saranno opposti ai lati uguali. 

Ciò è manifesto per la proposizione XI. ove si è veduto 
eòe con Ire Iati dati AB, AC BC ( Fi". 229 ) non si possono 
fare eòe due triangoli ACB, ABD differenti in quanto alla po- 
sizione delle parti, ma uguali in quanto alla grandezza di que- 
ste medesime parli. Dunque due triangoli equilateri fra loro 
sono o assolutamente uguali, o almeno uguali per simmetria; 
in ambedue i casi sono equiangoli , e gli angoli uguali sono 
opposti ai Iati uguali. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

In ogni triangolo sferico isoscele gli angoli opposti ai 
lati uguali sono uguali ; e reciprocamente , se due angoli d'un 
triangolo sferico sono uguali , il triangolo sarà isoscele. 

i.° Sia il lato AB=AC (Fig. 231) ; dico che si avrà 1* nu- 
golo C=B: poiché, se dal vertice A al punto D, medio della 
base si conduce l’arco AD, i due triangoli ABD, ADC avranno 
i lati respeitivamente uguali , cioè AD comune , BD=DC , ed 
AB=AC ; dunque , pel teorema precedente , questi triangoli 
avranno gli angoli tignali, e si avrà B=C. 

2 ° Sia l’angolo B=C ; dico che si avrà AC=AB: poiché, 
se il lato AB non è uguale ad AC , sia BA il maggiore di 
essi ; si faccia BO=AC , e si unisca OC. 1 due lati BO, BC 
sono uguali ai due lati AC, BC; l’angolo compreso dai primi 
OBC è uguale all' angolo compreso dai secondi ACB. Dunque 
i due triangoli BOC, ACB hanno le altre parti uguali (1), e 
si ha l’angolo OCB=ABC : ma l’angolo ABC, per supposizio- 
ne=ACB ; dunque si avrebbe OCB=ACB; il che è impossi- 
b le: dunque non si può supporre AB differente da AC; dun- 
que i lati AB, AC, opposti agli angoli uguali B, e C, sono uguali. 

Scolio. La medesima dimostrazione prova che l’ angolo 
BAD = DAC , e che l’angolo BDA=ADC. Dunquequesti due 
ultimi sono retti : dunque l' arco condotto dal vertice d' un 

0 ) « 2 . 
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triangolo sferico isoscele alla metà della sua base è perpendico- 
lare a questa base , e divide l'angolo al vertice in due parli uguali. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

In un triangolo sferico ARO (Fi". 232), se l'angolo A 
maggiore dell'angolo B, il lato BC opposto all'angolo A sarà 
maggiore del lato AC opposto all'angolo B: reciprocamente , se il 
lato BC,è maggiore di A Ch'angolo A sarà maggiore dell'angolo B. 

1. ° Sia l’angolo A>B ^ si faccia l’angolo BAD=B, e si 
avrà AD=DB (,l)-, ma AD-j-DC è maggiore di AC, dunque 
mettendo BD in vece di AD , si avrà DB-j-DC , o BC>ÀC. 

2. ° Se si suppone BC>AC, dico che l’angolo BAC sarà mag- 
giore di ABC: poiché, se BAC fosse uguale ad ABC, si avreb- 
be BC=AC •, e se fosse BAC<ARC, ne seguirebbe , secondo ciò 
che si è dimostrato , che si ha BC<AC ; il che è contra la 
supposizione. Dunque 1’ angolo BAC e maggiore di ABC. 

PROPOSIZIONE XVII. 

T E O H E M A. 

Se i due lati AB , AC ( Fig. 233 ) del triangolo sferico 
ABC sono uguali ai due lati DE DF del triangolo DEF descritto 
sopra una sfera uguale ; se nello stesso tempo l'angolo A è mag- 
giore dell'angolo IR dico che il terzo lato BC del primo trian- 
golo sarà maggiore del terzo ICF del secondo. 

La dimostrazione è assolutamente simili a quella della 
prop. X del Lib. I. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

Se due triangoli descritti sulla medesima sfera , o sopra 
sfere uguali , sono equiangoli fra di loro , essi saranno pure 
equilateri. s 

Siene A e B i due triangoli dati-, P e Q i loro triangoli 
polari. Poiché gli angoli sono uguali nei triangoli A e B, i Iati 
saranno uguali nei polari P e Q (2) : ma dall’ essere i trian- 
goli P e y equilateri fra loro ne segue che sono ancora equian- 
goli (5). Finalmente dall’essere uguali gli angoli ne’ triangoli 

(1) 13. — (2) IR- —(3) U. 
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p c Q ne segue (l) che i lati sono uguali nei loro polari 
A e B. Dunque i triangoli equiangoli A e B sono nel mede- 
simo tempo equilateri tra loro. 

Si può ancor dimostrare la medesima proposizione senza 
il soccorso dei triangoli polari nella maniera seguente. 

Sieno ABC, DBF (Fig. 234) due triangoli equiangoli fra 
loro, di modo che si abbia Aa=D, B=E, C = F: dico che 
si avrà il lato AB=DE, AC=DF, BC=EF. 

Sul prolungamento dei Iati AB , AC prendasi AG = DE , 
ed AH— DF : si tiri OH, e si prolunghino gli archi, BC, GII 
finché s’ incontrino in I, e K. 

I due lati AG, AII sono, per costruzione , uguali ai due 
DF, DE-, l’angolo compreso GAH=B\C=EDF -, dunque (2) i 
triangoli AGH, DEF sono ugnali in tutte le loro parti ; dun- 
que l’angolo AGII=DEF— \BC, e l’angolo AHG=DFE=ACB. 

Nei triangoli IBG , KBG il lato BG è comune , l’angolo 
ICB=GBK, e poiché IGB-J-BGK, è uguale a due retti , come 
pure G1SK-J-IBG, ne segue che BGK==IBG. Dunque i triangoli 
IBG, GBK sono uguali (3)-, dunque IG=BK, ed IB=GK. 

Similmente dall’essere l’angolo AHG— \CB si conchiuderà 
che i triangoli ICII, HCK hanno un lato uguale adiacente a due 
angoli uguali-, dunque sono eguali-, dunque lHr=CK, ed HK=!C. 

Ora, se dagli uguali BK , 1G si tolgono gli uguali CK , 
IH, i resti BC, GH saranno uguali. D’altronde l’angolo BAG 
= \HG, e l’angolo ÀBCzsAGH. Dunque i triangoli ABC, AIIG 
hanno un lato uguale adiacente a’ due angoli ugnali, dunque 
sono uguali : ma il triangolo DEF è uguale in tutte le sue 
parti al triangolo AHG; dunque esso è uguale ancora al trian- 
golo ABC, e si avrà AB=DE, AC=DF, BC=EF; dunque, se 
due triangoli sferici sono equiangoli fra loro , i lati opposti 
agli angoli uguali saranno uguali. 

Scolio. Questa proposizione non ha luogo nei triangoli 
rettilinei, ove dati-uguaglianza degli angoli non si può dedurre 
altro che la proporzionalità resprttiva dei lati. Ma è facile di 
render conto della differenza, che si trova per questo riguar- 
do tra i triangoli rettilinei, ed i triangoli sferici. Nella pro- 
posizione presente, come pure nelle proposizioni XII , XIII , 
XIV, e XVII, ove si tratta del paragone dei triangoli, si dice 
espressamente che questi triangoli son descritti sulla medesima 
sfera, o sopra sfere uguali. Ora gli archi simili sono propor- 
zionali ai raggi-, dunque sopra sfere uguali due triangoli non 
possono esser simili senza essere uguali. Non fa maraviglia duu- 



(1) 10. — (2) 12. — (3) 13. 
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que che f uguaglianza degli angoli porta seco 1* uguaglianza 

dei lati. 

Sarebbe altrimenti se i triangoli fosser descritti sopra 
sfere disuguali : allora essendo uguali gli angoli , i triangoli 
sarebbero simili , ed i lati omologhi sarebbero fra loro come 
i raggi delle sfere. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

La somma degli angoli cT ogni triangolo sferico è mino- 
re di sei , e maggiore di due angoli retti. 

Poiché l.° ciascun angolo d’un triangolo sferico è minore 
di due angoli retti ( vedete lo scolio seguente ) ; dunque la 
somma dei tre angoli è minore di sei angoli retti. 

2.° La misura di ciascun angolo d’ un triangolo sferico è 
uguale alla semicirconferenza meno il lato ad esso opposto del 
triangolo polare (l). Dunque la somma dei triangoli ha per 
misura tre semicirconferenze meno la somma dei Iati del trian- 
golo polare. Ora quest’ullima somma è minore di una circon- 
ferenza (2) ; dunque togliendola da tre semicirconferenze , il 
resto sarà maggiore di una semicirconferenza , che è la mi- 
sura di due angoli retti; dunque 2.° la somma dei tre angoli 
di un triangolo sferico è maggiore di due angoli retti. 

Corollario 1. La somma dogli angoli d’ un triangolo sfe- 
rico non è costante come quella dei triangoli rettilinei ; essa 
varia da due angoli retti fino a sei, senza poter essere uguale 
nè all’uno, nè all’ altro limite. Quindi è Che due angoli dati 
non fan conoscere il terzo. 

Corollario IL. Un triangolo sferico può avere due o Ire 
angoli retti , due o tre angoli ottusi. 

Se il triangolo ABC (Fig. 235) è bi-rettangolo , cioè se 
ha due angoli retti B , e C , il vertice A sarà il polo della 
base BC (5), ed i lati AB, AC, saranno quadranti. 

Se inoltre 1’ angolo A è retto , il triangolo ABC , sarà 
tri-rettangolo , i suoi angoli saranno tulli retti, ed i suoi lati 
quadranti. Il Triangolo tri-rettangolo è contenuto olio volle 
nella superficie della sfera , ciò si vede per mezzo della fig. 
236, supponendo l'arco MN uguale ad un quadrante. 

Scolio. Abbiamo supposto in tutto ciò che precede , e 
conformemente alla definizione VI, che i triangoli sferici han- 



(I) IO. - (2) 4. - (3) G. 
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no i /oro /ali sempre minori della semicirconferenza -, allora 
ne segue che gli angoli sono sempre minori di due angoli 
relli ; poiché, se il lulo AB è minore dejla semicirconferenza, 
come pure AC , questi archi devono esser prolungali a tube- 
due per incontrarsi in D. Ora i due angoli ABC , CBl) presi 
insieme equivalgono a due angoli reni, dunque I’ angolo ABC 
solo è minore di due angoli retti. 

Osserveremo però eh’ esistono de’ triangoli sferici di cui 
certi lati souo maggiori della semic'rcoufcrenzu, e certi angoli 
maggiori di due angoli reni. Perchè , se si prolunga il lato 
AC iu una circonferenza intera ACE , ciò che resta togliendo 
dalla semisfera il triangolo ABC, è un nuovo triangolo, che 
si può ancora indicare con ABC , ed i cui lati sono AB , BC, 
AEDC. Si vede dunque che il lato AEDC é maggiore della se- 
micirconferenza AED; ma nel medesimo tempo I’ angolo oppo- 
sto in B supera due angoli retti della quantità angolare CBD. 

Bel resto si sono esclusi dalla definizione r triangoli i cui 
fati ed angoli sono si grandi, perché la loro risoluzione, o la 
determinazione delle loro parli si riduce sempre a quella dei 
triangoli compresi nella definizione suddetta. Infatti si vede 
facilmente che, se si conoscono gli angoli , e i lati del trian- 
golo ABC, si conosceranno immediatamente gli angoli, ed i lati 
del triangolo del medesimo nome, ch’è il resto della semisfera. 

PROPOSIZIONE XX. 

- «• t. 

T k O B B M A. 

Il fuso AMBNA (Fig. 236) sta ol'a superficie della sfeci 
come l’angolo MAN di questo fuso sia a quattro angoli retti , o 
come l’arco MN, che misura quest’angido sta alla cii c inferenza. 

Supponiamo primieramente ehe 1’ arco MN stia alla cir- 
conferenza M.NPQ in un rapporto razionale , per esempio co- 
me 5 sla a 48. Si dividerà la circonferenza M.NPQ in 48 parli 
uguali, di cu-i MN ne conlerrà 5*, cougiungendo il polo A ed 
i punti di divisione con altrettanti quarti di circonferenza , 
si avranno 48 triangoli nella semisfera AMNPQ , ehe saranno 
lutti uguali fra loro , poiché avranno tutte le loro parli u- 
guali. La sfera intera conlerrà dunque 96 di questi triangoli 
parziali, ed il fuso AMBNA, ne conterrà 10; dunque il fuso 
sta alla superficie della sfera come 10 sta a 96 , o come u 
sta a 48, cioè, come l’arco MN sta alla oiroon ferente 

Se P arco MN non è commensurabile colla circonferenza, 
si proverà collo stesso ragionamento, di cui si son già veduti 
Geom. Sul. ' h 
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molli esempi, dia il fuso sia sempre alla superficie della sfera 

tome l’ arco MN sta alla circonferenza- 

Corollario 1. Due fusi stanno fra loro come i loro an- 
goli rispellivi. 

Corollario II. Si è già veduto che la superficie intera 
della sfera è uguale ad olio triangoli tri-rettangoli (1) -, dun- 
que so si prende per unità l’aia d’uno di questi triangoli, la 
superficie della sfera sura rappresentala da 8. Ciò posto , la 
superficie del fuso, il cui angolo A, sarà espressa da SA (se 
però l’angolo A è valuialo nella supposizione che l’angolo 
retto sia uguale all’unità)-, poiché si ha 2A : 8 :: A : 4. Vi 
sono qui dunque due unità differenti , una per gli angoli , 
eh’ è l’angolo retto, l’altra per le superficie, eh’ è il trian- 
golo sferico tri-rettangolo, ossia quello di cui tutti gli angoli 
sono retti , ed i lati sono quarte parti di circonferenza. 

Scolio. L’unghia sferica compresa fra i piani AMB, ANB 
sta al solido intero della sfera come l’angolo A sta a quattro 
angoli retti. Poiché, essendo uguali i fusi, le unghie sferiche 
saranno parimente uguali : dunque due unghie sferiche stanno 
fra loro come gli angoli formati dai piani che le comprendono. 

PROPOSIZIONE XXL 

T E O B E M A. 

Due triangoli sferici simmetrici sono eguali in superficie- 

Sieno ABC , DEF , (Fig. 237) due triangoli simmetrici , 
vale a dire due triangoli che hanno i lati eguali , cioè AB= 
DE, AC=DF,CB=EF, e che frattanto non possono essere soprap- 
posli; dico che la superficie ABC è uguale alla superfìcie DEF. 

Sia P il polo del cerchio minore , che passerebbe per i 
tre punti A , B , C (a) ; da questo punto sieno condotti gli 
archi eguali (2) PA , PC , PB -, al punto F si faccia I’ angolo 
DFQ=ACP , l’ arco FQ=CP , e si tirino DQ , EQ. 

I lati DF, FQ sono eguali ai lati AC, CP, l’ angolo DFQ= 
ACPj duuque i due triangoli DFQ, ACP sono uguali in tutte le 



(a) Il cerchio, che passa per i tre punti A, B, C, o ch’è 
circoscritto al triangolo ABC, non può essere che un cerchio 
minore della sfera \ perchè, se questo fosse cerchio massimo, 
i tre lati AB,BC, AG sarebbero situali in un medesimo pia- 
no , e il triangolo ABC si ridurrebbe ad un dei suoi lati. 

(I) 19. - (2) 6. 
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loro parti (t); dunque il lato DQ=aP, e l’angolo DQF=U‘C. 

Nei triangoli proposti DFE, ABC, gli angoli DEE, ÀCL5, 
opposti ai lati eguali DE, AB, essendo eguali (2), se si tol- 
gano gli angoli DKQ , ACP , eguali per cosi ni /.ione , resterà 
1’ angolo QFE eguale a PCB. D’ altronde i lati QF , FE , so- 
no eguali ai lati PC , GB , dunque i due triangoli FQK, CPB 
sono eguali in tulle le loro parti ; dunque il lato QE=PB , 
e l’angolo FQE=CPB. 

Se si osserva ora che i triangoli DFQ , APC, che hanno 
i lati rispettivamente egu.ili , sono nel medesimo tempo iso- 
sceli , si vedrà che posson essere soprapposii l’uno all’altro*, 
perchè, avendo situato PA sopra il suo egual* QF, il lato PC 
cadrà sopra il suo eguale QD, e cosi i due triangoli si con- 
fonderanno in un solo; dunque sono eguali; dunqu** la super- 
ficie DQF=AI’C. Per una simil ragione , la superficie FQF= 
CPB, e la superficie DQE=APB; dunque si ha DQF-f-FQE — 
DQE=APC-J-CPB — APB , ovvero DFE=ABC ; dunque i due 
triangoli simmetrici ABC, DEF, sono eguali in supeificie (a). 



(i) 12. (2) 11. 

(a) f Questa dimostrazione suol recare agli giovani qual- 
che difficoltà , non vedendo chiaramente perchè gli angoli DFE , 
ed ABC sieno la somma di DFQ+QFE.e di ACP-f-PCB, men- 
tre itali di questi angoli non sono in un piano, ma bensì sul a 
superfìcie della sfera. Ad oggetto quindi di prevenire questa 
difficoltà , si fa loro osservare che gli angoli compresi t^agli 
archi DF , FQ , FE sono eguali a quelli falli dalle tangenti 
tirate a questi medesimi archi dal punto di loro incontro F. 
Ora queste tangenti essendo perpendicolari al medesimo raggio 
della sfera tirato al punto F staranno in un piano , e perciò 
l’angolo fallo dalle tangenti degli archi DF , FE , è eguale 
alla somma di quelli falli dalle tangenti degli archi DF, FQ, 
e di FQ , EF. Lo stesso si dica dell’ angolo ACB. 

Del resto questo teorema vien dimostrato da Vincent , e 
da altri Autori più chiaramente nel seguente modo. 

Per i vertici degli angoli de’lriangoli ABC, DEF (fig. A) 
si facciano passare i rispettivi cerchi minori , da’ poli P, e Q 
di questi cerchi si tirino a’ vertici degli angoli de’ due trian- 
goli gli archi di cerchio massimo PA, PB, PC, QD, QE, QF. 

1 due triangoli sforici ABC , DEF avendo i lati rispetti- 
vamente eguali, anche le loro corde saranno eguali rispettiva- 
mente , e perciò i triangoli rettilinei formali da queste corde 
saranno ancora eguali. Quindi i caviti ad essi circoscritti sa- 
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Scolio. I poli P, e Q potrebbero essere situati al diden- 
tro dei triangoli ABC , DEF , allora bisognerebbe aggiungere 
i tre triangoli DQF, FQE, DQE aflìn di comporne il triango- 
lo DEF, e similmente bisognerebbe aggiungere i tre triangoli 
APC, CPB, APB per comporne il triangolo ABC; d’altronde la 
dimostrazione , e la conclusione sarebbero sempre le stesse. 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

Se due cerchi massimi AOB, COD (Fig. 238) si tagliano 
come si voglia nell' emisfero AOCBD , la somma dei triangoli 
opposti AOC, BOD sarà uguale al fuso il cui angolo è BOD. 

Poiché, prolungando gli archi OB, OD nell’altro emisfero 
finché s’ incontrino in N , OBN sarà una semicirconferenza , 
come pure AOB; togliendo da amba le parli OB, si avrà B.N 
=AO. Per una simile ragione si ha DN=JO , e BD=AG : dun- 
que i due triangoli AOC, BDN hanno i Ire lati uguali: d’al- 
tronde la lor posizione è tale eh’ essi sono simmetrici I’ uno 
dell’ altro ; dunque sono eguali in superficie (1), e la somma 
dei triangoli AOC, BOD è equivalente al fuso OBN DO , il cui 
angolo è BOD. 

Scolio. È chiaro pure che le due piramidi sferiche , che 
hanno per basi i triangoli AOC, BOD, prese insieme equival- 
gono all' unghia sferica , il cui angolo c BOD. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

La superficie d’un triangolo sferico qualunque ha per misura 
F eccesso della somma dei suoi tre angoli sopra due angoli retti. 

Sia ABC (Fig. 239) il triangolo proposto; prolungansì i 
suoi lati finché incontrino il cerchio massimo DEFG condotto 
ad arbìtrio fuor del triangolo. In virtù del teorema ’preceden- 



ranno eguali, ed i loro poli P, e Q staranno situati ad egua- 
li altezze da’ loro piani e perciò sarà PA=PB=PC=QD=QE 
=QF. Onde i triangoli sferici isosceli PAC, QDF saranno egua- 
li , come ancora PCB , QFE , e PAB , QDE. Dunque si avrà 
PAC-i-PCB-PAB— QDF4-QFE— QDE, ossia ABC=DEF. 

(0 21 - 
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te, i due triangoli ADE, AGH, presi insieme equivalgono al 
fuso il cui angolo è A , e che ha per misura 2A (1)T quin- 
di si avrà ADE-f-AGII=2A : per una simile ragione BGF4- 
B1D=2B, CIH+CFE=2C. M a la somma di questi sei trian- 
goli supera la semisfera di due volle il triangolo ABC; d’al- 
tronde la semisfera è rappresentala da 4 ; dunque il doppio 
del triangolo ABC è uguale a 2A-f-2B-f2C— 4 , e per conse- 
guenza ABC—\-{-B-fC— 2 ; dunque ogni triangolo sferico ha 
per misura la somma dei suoi angoli meno due angoli retti. 

Corollario I. Quanti angoli retti vi saranno in tal mi- 
sura , altrettanti triangoli tri-rettangoli, ossia ottave parti di 
sfera , ciascuna delle quali è l’unità di superficie , saranno 
contenute nei triangolo proposto. Per esempio , se gli angoli 
son tulli uguali a J d’ un angolo retto, allora i tre angoli var- 
ranno 4 angoli retti, ed il triangolo proposto sarà rappresenta- 
to da 4~2 , ovvero 2 ; dunque sarà uguale a due triangoli 
tri-rettangoli , o al quarto della superfìcie della sfera. ° 
Coróllario II. Il triangolo sferico ABC è equivalente al fu- 
A+B-j-C 

so , il cui angolo è 1 ; similmente la piramide sfe- 

rica, la cui base è ABC , equivale all’ unghia sferica , il cui 
A-fB-fC 

angolo è — 1. 

2 * 

Scolio. Nello stesso tempo che si paragona il triangolo sfe- 
rico ABC al triangolo tri-rettangolo, la piramide sferica, che 
ha per base ABC, si paragona alla piramide tri-rettangola, e 
ne risulta la medesima proporzione. L’angolo solido al vertice 
della piramide si paragona parimente all’ angolo solido al ver- 
tice della piramide tri-rettangola: infatti il paragone si stabi- 
lisce mediante la coincidenza delle parti. Ora, se le basi delle 
piramidi coincideranno , è evidente che anche le piramidi , 
coincideranno, come pure gli angoli solidi al loro vertice. Da 
ciò risultano più conseguenze. 

1. ° Due piramidi triangolari sferiche stanno fra loro come le 
loro basi ; e poiché una piramide poligona’può dividersi in pii» 
piramidi triangolari, ne segue che due piramidi sferiche qualun- 
que stanno fra loro come i poligoni che servono loro di basi. 

2. Gli angoli solidi al vertice delle medesime piramidi stanno 
ugualmente nella proporzione delle basi; dunque, per paragonare 
due angoli solidi qualunque, bisogna situare i loro vertici al 



( 1 ) 20 . 
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centro di duo sfare uguali •, e questi angoli solidi saranno fra 
loro come i poligoni sferici intercetti fra i loro piani o facce. 

L’angolo al vertice della piramide tri-rettangola è formato 
da tre piani perpendicolari fra loro : quest’angolo, che si può 
chiamare angolo solido retto, è attissimo per servire d’unità di 
misura agli altri angoli solidi. Ciò posto, il medesimo numero, 

« he dà l’aia d’un poligono sferico, darà la misura dell’angolo 
solido corrispondente. Per esempio, se l’aia d’un poligono sfe- 
rico è £ , vale a dire , se è i £ del triangolo tri-rettangolo , 
l' angolo solido corrispondente sarà pure i * dell’angolo solido 
retto. 4 D 

PROPOSIZIONE XXIV. 

teorema. > 

La superficie d' un poligono sferico ha per misura la som- 
ma de suoi angoli, meno il prodotto di due angoli retti pel nu- 
mero de' lati del poligono diminuito di due. 

Dal medesimo vertice A (Fig. 240) sieno menate agli al- 
tri vertici le diagonali AC, AD-, il poligono ABCDE sarà di- 
viso in tanti triangoli meno due quanti sono i lati. Ma la su- 
perficie di ciascun triangolo ha per misura la somma de’suoi 
angoli meno due angoli retti , ed è chiaro che la somma di 
tulli g|i angoli de’triangoli è uguale alla somma degli angoli 
dii poligono: dunque la superficie, del poligono è uguale alla 
somma de’suoi angoli diminuita di tante volte due angoli retti 
quanti sono i lati meno due. 

Scolio. Sia s la somma degli angoli d’un poligono sferico, 
n il numero de’ lati-, posto l’angolo retto per unità, la super- 
ficie del poligono avrà per misura s— 2 («— 2) ovvero s — 2n+4. 

PROPOSIZIONE XXV. 
teorema. 

» Sia S il numero degli angoli solidi d'un poliedro , H il 
» numero delle sue facce , A il numero delle sue costole -, dico 
» che si avrà sempre S+H=A+2. 

» Si prenda al di dentro del poliedro un punto , da cui 
» conducansi delle linee rette ai vertici di tutti i suoi angoli: 
» immaginasi dipoi che dal medesimo punto, come centro, si 
» descriva una superficie sferica , che sia incontrata da tutte 
» queste linee in altrettanti punti -, congiungansi questi punti 
» con archi di ce-chi massimi, in modo che si formino sulla 
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« superficie della sfera dei poligoni corrispondenti , ed uguali 
» ili numero alle facce del poliedro. Sia ABCDE (Fig. 240) 

» uno di questi poligoni, e sia n il numero dei suoi lati; la 
» sua superficie sarà s — 2n-f-4 , essendo la somma degli an- 
» goli A , B , C , D, E. Se si valuti similmente la superficie 
» di ciascuno degli altri poligoni sferici , e si sommino tutte 
» insieme, se ne conchiuderà rhe la loro somma, o la super- 
» Scie della sfera, rappresentala da 8, è uguale alla somma 
» di tutti gli angoli dei poligoni meno due volle il numero 
« dei loro lati più 4 preso tante volle quante sono le facce. 
» Ora, siccome tulli gli angoli, che si formano intorno ad un 
» medesimo punto A , equivalgono a quattro angoli retti , la 
» somma di lutti gli angoli dei poligoni è uguale a 4 preso 
» tante volle quanti angoli solidi vi sono ; dessa è duoque ugua- 
li le a 4S. Di più il doppio del numero dei lati AB, BC, CD, 
» ec. è uguale al quadruplo del numero delle costole , ossia 
i> =iA, giacché la medesima costola serve di lato a due facce; 
>» dunque si avrà 8=IS — iA-f-4H, ovvero, prendendo il quarto 
» di ciascun membro, 2=S— A+H; dunque S+H=\-}-2. 

» Corollario. Segue da ciò che la somma degli angoli pia- 
ut ni che formano gli angoli solidi <T un poliedro, è uguale a 
» tante volte quattro angoli retti quante unità vi sono in S — 2 , 
» essendo S il numero degli angoli solidi del poliedro. 

» Poiché, se si considera una faccia il cui numero de* lati 
yt sia n , la somma degli angoli di questa faccia sarà 2 n — t 
« angoli retti (I). Ma la somma di lutti i 2n, o il doppio del 
ii numero dei lati di tutte le facce , =4A ; e 4 preso tante 
n volle quante sono le facce =4H ; dunque la somma degli 
n angoli di tutte le facce =4 A — 4H. Ora , pel teorema , che 
» abbiamo già dimostralo, si ha A — II=S— 2, e per conseguen- 
ti za 4A — 411=4 (S — 2). Dunque la somma degli angoli piani ec. 

PROPOSIZIONE xxvr. 

TEOREMA. 

» Di tutti i triangoli sferici formati con due lati dati CB, 
r> CA (Fig. 272 , e 275) , ed un terzo ad arbitrio, il più 
» grande ABC è quello nel quale V angolo C , compreso fra i 
ti lati dati , è uguale alla somma degli altri due angoli A e B. 

» Prolungansi i due lati AC, AB fino al loro incontro in 
» D ; si avrà un triangolo sferico BCD , nel quale I’ angolo 

(0 28. 
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» DBC sarà parimente eguale alla somma degli altri due an- 
» goli BDC , BCD : poiché BCD+BCA essendo uguale a due 
» angoli retti, come pure CBA-fCBD, si ha BCD-f- BCA=sCBA 
» -f CBD : aggiungendo da ambe le parli BD€=BAG, si avrà 
» BCD-f BCA-f BDC==CBA+CBD-f BAC. Ora , per ipotesi BCA 
» =CBA-f BAC , dunque CBD=BCD+ BDC. 

» Conducasi Bl , che faccia I’ angolo CBI==BCD , e per 
» conseguenza IBD=BDC ; i due triangoli 1BC, 1BD, saranno 
» isosceli , e si avrà IC=IB=ID. Dunque il punto 1 , medio 
» di l)C, è ad eguale disianza da i tre punti B , C , D : per 
» una simile ragione , il punto O, medio di AB, sarà egual- 
» mente distante dai tre punti- A , B, C. 

» Sia ora CA'=CA (Fig 272) , e l'angolo BCA^BCA ; 

» se si tiri A'B, e che si prolunghino gli archi A'C',A B' fino 
» aì loro incontro in D' , l’arco D'CA' sarà una mezza cir- 
» conferenza , come pure DCA -, dunque, poiché si ha CA — 

» CA , si avrà ancora CD'=cCD. Ma nel triangolo CID' si ha 
» Cl-flD'>CD', dunque ID'>CD — CI, ovvero 1D'>ID. 

■» Nel triangolo isoscele CIB si divida l’angolo del vertice • 
» I in due parti eguali con l’arco ElF, che sarà perpendieo- 
» lare sulla metà di BC. Se si prende un punto L tra 1 ed E, 

» la distanza BL , eguale ad LC, sarà minore di Bl , poiché 
» si può dimostrare, come nella proposiz. IX. del Lib. 1., che 
» si ha BL-f LC<BI-f IC, dunque, prendendo le metà da am- 
» he le parli , si avrà BL<BI. Ma nel triangolo D'LC si ha 
» D'L>D'C — CL , e con piu ragione D'L>DC — CI , ossia 
» D'L>DI, o D'L>B1, dunque D'L>BL. Dunque se si cerca 
» sopra l’ureo ElF un punto egualmente distante dai tre punti 
» B, C, D', questo punto non potrebbe trovarsi che sul pro- 
» lungamenio di E1 verso F. Sia 1' il punto cercalo, in mo- 
» dò che s’abbia D'I— BI'ssCI' , i triangoli l'CB , l'CD' , 

» l'BD' essendo isosceli , si avranno gli angoli eguali l'BC= 

« l'CB , l'BD — l'D'B' , l'C'D'=l'D'C. Ma gii angoli D'BC-f 
» CBA' equivalgono a due angoli retti , come ancora DUB-j- 
» BCA': dunque 

D'Bl'-f l'BCf CBA'=2 , 

BC1'— rCD'4*BCA'=2. 

* Addizionando le due somme, ed osservando che si ha FBC 
» =BCi' e D'Bl — l'CD'=BD 1— l'D'C=CD B=CA'B , si avrà. 

21 / BC+CA'B-fCBA'-fBCA'=4. 

» Dunque CA'B-f CBA'-f BCA'— -2 (misura dell'aia del triangolo 
« A ' BC )=s2 — 2 1 ' BC . di modo che si ha rai«A'BC=2 — Stangalo 
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» I RC •, similmente nel triangolo ABC si avrebbe ohjABC— 
» 2 — l 2ango!o IBC. Ora si è dimostralo che I’ angolo l'BC è 
» ina gg ore di IBC ; dunque L’aia A'BO è minore di ABC. 

» Lìi medesima dimostrazione e la medesima conclusione 
» avrebbero luogo se, prendendo sempre l’arco C.A'=CA (Fig. 
» 275), si facesse l'angolo BCA'<BCA ; dunque ABC è il 
>> triangolo il più grande tra tutti quelli che hanno due lati 
» dati ed il terzo a piacere. 

» Scolio. I II triangolo ABC , il più grande tra tutti 
» quelli che hanno due lati dati CA, CB, può essere inscritto 
» in un mezzo cerchio, di cui la corda del terzo Iato AB sarà 
» il diametro, poiché 0 essendo il mezzo di AB, si è veduto 
» che le distanze OC, OB sono eguali, dunque la circonferen- 
» za del cerchio minore descritto dal punto 0, come polo , e 
» con l’intervallo OB passerà per i tre punti, A, B, C. Di più 
» la linea retta BA è un diametro di questo cerchio minore; 
» poiché il centro, che dee trovarsi ad un tempo nel piano di 
» questo cerchio minore, e nel piano dedurrò di cerchio massi- 
» mo(1)BOÀ,si troverà necessariamente nell’intersezione di que- 
» sii due piani, ch’è la retta BA; e quindi BA sarà un diametro. 

» II. Nel triangolo ABC, l’angolo C essendo eguale alla somma 
» degli allrtdue A e B-, ne segue che la somma dei tre angoli è 
y> doppia dell’angolo C. Ma questa somma è sempre maggiore di 
» due angoli retti (2); dunque l’angoloCè maggiore d’un retto. 

» III. Se si prolungano i Iati CB,CA, finché s’ incontrino in 
» E , il triangolo BAE sarà uguale al quarto della superficie 
» della sfera. Poiché 1’ angolo E=C=ABC-f-CAB ; dunque i 
» tre angoli del triangolo B\E equivalgono ai quattro ABC , 
», ABE , CAB , BAE , la di cui sommi è uguale a quattro 
» angoli retti; dunque la superficie del triangolo BAE=i — 
» 2=2 (5) , che è il quarto della superficie della sfera. 

» IV. Non vi sarebbe luogo al massimo se la somma dei 
» due lati dati CA , CB , fosse eguale , o maggiore di una 
„ mezza circonferenza di un cerchio massimo. Poiché, siccome 
» il triangolo ABC dev’essere inscritto in un semicerchio della 
» sfera, la somma dei due Iati CA, CB sarà minore della -se- 
» midi-conferenza BCA (4) , e per conseguenza minore della 
» semicirconferenza d’ un cerchio massimo. 

» La ragione, per cui non vi è massimo quando la som- 
>> ma dei due lati dati è maggiore della semicirconferenza -d’ un 
» cerchio massimo, si è perchè allora il triangolo aumenta di 
» più in più a misura che l’angolo compreso fra i Iati dati è 

(I) I. Cor. 4. — (2) IO. - (5) 24. — (A) 5. 
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* più grande: finalmente, quando quest’angolo sarà uguale a 
» due retti, i tre Iati saranno in uno stesso piano, e formeranno 
» una circonferenza intera: il triangolo sferico diventa dunque 
» eguale alla semisfera , ma cesserà allora d’ esser triangolo. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

% ' 

TEOREMA. 

» Di tutti i triangoli sferici formati con un lato dato , 
» ed un perimetro dato , il più grande è quello in cui i due 
» lati non determinati sono uguali. 

» Sia AB (Fig.242) ii lato dato comune ai due triangoli ACB, 
» ADB, e sia AC-f-Clfa-AD-f-DB; dico che il triangolo isoscele 
» ACB, nel quale AC=CB , è maggiore del non isoscele ADB. 

» Poiché , avendo questi triangoli la parte comune AOB, 
» basta di far vedere che il triangolo BOD è minore di AOC. 
» L’angolo CBA , uguale a CAB, è maggiore di OAB; onde 
» il lato AO è maggiore di OB (I) ; prendasi Ol=OB ; si 
» faccia OK=OD; e si tiri Kl: il triangolo OKI sarà uguale 
y> a DOB (2). Se si nega ora che il triangolo DOB , o il suo 
» uguale KOI sia minore di OAC , bisognerà che sia uguale, 
>» o maggiore , in ambedue i casi , siccome il punto I è fra 
» i punti A e 0, bisognerà che il punto K sia sopra OC pro- 
» (ungalo , senza che il triangolo OKI sarebbe contenuto nel 
v triangolo CAO, e perciò sarebbe minore. Ciò posto, essendo 
» CA il più corto cammino da C ad A , si ha CK-J-KI -f- IA 
» >CA. Ma CK=OD— CO , AI=AO— OB , KI=BD ; dunque 
» OD— CO+AO— OB+BD>CA , e riducendo AD— CB+BD> 
» CA,o AD-+-BD>AC4*CB. Ora questa disuguaglianza è con- 
» Iraria alla supposizione di AD-j-BD=AC-j-CB ; dunque il 
» punto K non può cadere sul prolungamento di OC; dunque 
5> cade fra 0 e C , e per conseguenza il triangolo KOI , o il 
» suo uguale ODB è minore di ACO; dunque il triangolo iso- 
» sccle ACB è maggiore del non isoscele ADB della medesima 
» base , e dello stesso perimetro. 

» Scolio. Queste due ultime proposizioni sono analoghe 
« alle proposizioni I. e III. dell’appendice al Libro IV ; la- 
« onde si possono dedurre per rapporto ai poligoni sferici le 
» conseguenze , che hanno luogo per i poligoni rettilinei. 

» Eccone le principali. 

ii t.° Di tutti i poligoni sferici isoperimetri , e d’ un mede- 



(1) 16. — (2) 31. 
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» timo numero di lati , il maggiore è un poligono equilatero. 

” La medesima dimostrazione che nella proposizione II. 
» dell’ appendice al Libro IV. 

» 2.° Di tutti * poligoni sferici formati con lati dati, ed 
>» un ultimo a piacimento , il più grande è quello , che si può 
ì) inscrivere in un semicerchio , in cut la corda del lato non 
» determinato sarà il diametro. 

» La dimostrazione si deduce dalla proposizione XXVI , 
» come si è veduto nella proposizione IV dell’ appendice ci- 
» lato , bisogna , perchè abbia luogo il massimo , che la som- 
» ma dei lati dati sia minore della mezza-circonferenza d’un 
» cerchio massimo. 

» 5.° Il più grande dei poligoni sferici formati con lati 
» dati, è quello che si può inscrivere in un cerchio delta sfera. 

» La medesima dimostrazione che per la proposizione VI 
» dell’appendice al Libro IV. 

» A. 0 Il più grande dei poligoni sferici , che hanno lo stesso 
» perimetro , ed il medesimo numero di lati , è quello che ha 
» i suoi angoli eguali , ed i suoi lati eguali. 

» Questo è ciò , che risulta dai corollari 1.® e 3.° che 
» poco sopra precedono. 

» Nota Tutte le proposizioni sul massimo riguardanti I 
» poligoni sferici si applicano agli angoli solidi , di cui tali 
» poligoni son ia misura » > 
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APPENDICE AI LIBRI VI. E VII 



1 POLIEDRI REGOLARI 



PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

» Non posson esservi che cinque poliedri regolari. 

» Poiché si son definiti per poliedri regolari quelli, di cui 
» tutte le facce sono poligoni regolari uguali, e di cui tulli 
v gli angoli solidi sono uguali fra loro. Queste condizioni non 
» possono aver luogo se non che in un picco! numero di casi. 

» l.° Se le facce, son triangoli equilateri, si può formar 
» ciascun angolo solido del poliedro con tre angoli di questi 
» triangoli, o con quattro, o con cinque: quindi nascono tre 
» corpi regolari, che sono il tetraedro, l’ottaedro , e- I’ ico- 
» saedro. Non se ne può formare un maggior numero con 
» triangoli equilateri , poiché sei angoli di questi triangoli e- 
» quivalgono a quattro angoli retti, e non posson formare un 
» angolo solido (t). 

» 2.® Se le facce son quadrati , si posson riunire i loro 
» angoli a tre a tre , e da ciò ne risulta 1’ essaedro o cubo. 

» Quattro angoli di quadralo equivalgono a quattro an- 
» goli retti , e non posson formare un angolo solido. 

i) 3 ° Finalmente , se le facce sono pentagoni regolari , 
» si potranno pure riunire i loro angoli a tre a tre e ne ri- 
» sulterà il dodecaedro regolare. 

» Non si può andare più oltre ; poiché tre angoli di e- 
» sagono regolare equivalgono a quattro angoli retti , e tre 
» angoli di ottagono sono anéor più. 

» Dunque non si possono avere che cinque poliedri rego- 
» lari ; tre formati con triangoli equilateri , uno con de’ qua- 
» tirali , ed uno con ^dei pentagoni. 

» Scolio. Si proverà nella proposizione seguente che quo- 
» sii cinque poliedri esistono realmente, e che se ne possono 
determinare tulle le dimensioni quando si conosca una delle 
» lor facce. 



(I) 21 , X. 
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PROPOSIZIONE U. 

' ' t . : % ' < 

PROBLEMA. 

» Essendo data una delle facce d’ un poliedro regolar» , 
» o soltanto il suo lato , descrivere il poliedro. 

» Questo problema ne presenta cinque , che noi risolve- 
» remo successivamente. 

Costruzione del Tetraedro. 

» Sia ABC (Fig. 243) il triangolo equilatero, che dev’essere 
» una delle facce del tetraedro : dal punto 0 , centro di questo 
» triangolo, si elevi OS perpendicolare al piano ABC} prolungasi 
» questa perpendicolare al punto S, finché sia AS=AB; si tirino 
» SB, SC; e la piramide SABC sarà il tetraedro richiesto. 

» Poiché, a cagione delle distanze uguali OA, OB, OC, le 
» obblique SA , SB, SC si allontanano ugualmente dalla per- 
» pendicolare SO, e perciò sono uguali. Una di esse SA=AB-, 
» dunque le quattro facce della piramide SABC sono triangoli 
» uguali al triangolo dato ABC. D’ altronde gli angoli solidi 
» di questa piramide sono uguali fra loro, poiché ciascuno di 
» essi é formalo con tre angoli piani uguali -, dunque questa 
» piramidi} è un tetraedro regolare. 

Costruzione delC essaedro. 

■a Sia ABCD (Fig. 244) un quadrato dato: sopra la base 
» ABCD si costruisca un prisma retto, la cui altezza AE sia 
» uguale al Iato AB. È chiaro che le facce di questo prisma sono 
» quadrali uguali, e che i suoi angoli solidi sono uguali fra loro, 
» perchè vengon formali rispettivamente con tre angoli retti -, 
» dunque questo prisma è un essaedro regolare , o un cubo. 

Costruzione dell' ottaedro. 

ii Sia AMB (Fig. 245) un triangolo equilatero dato : sul 
» lato AB descrivasi il quadrato ABCD-, dal punto 0, centro 
» di questo quadralo, si alzi sul suo piano la perpendicolare 
» TS , terminala dalle due parli in T ed in S , talmente che 
» OT=OS=AO } tiransi dipoi SA, SB, TA , ec , si avrà un 
» solido SABCDT composto di due piramidi quadrangolari 
» SABCD , TABCD addossale colla loro base comune ABCD : 
» questo soldo sarà l’ ottaedro regolare cercato. 
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» Infatti il triangolo AOS è rettangolo in 0, come pure 
» il triangolo AOD ; i Iati AO, OS, OD sono uguali ; dunque 
» questi triangoli sono uguali, dunque AS=AD. Si dimostrerà 
■n parimente che tutti gli altri triangoli rettangoli AO I', BOS, 

» COT, ec. sono uguali al triangolo AOD-, dunque tutti i lati 
» AB, AS, AT, ec. sono uguali fra loro , e per conseguenza 
» il solido SABCDT è composto da otto triangoli uguali al 
» triangolo equilatero dato ABM. Dico di più che gli angoli 
» solidi del poliedro sono uguali fra loro} per esempio, Tati- 
» golo S è uguale all’angolo B. 

» Poiché è manifesto che il triangolo SAC è uguale al 
» triangolo DAC, e che perciò l’angolo ASC è retto: dunque 
» la figura SATC è un quadrato uguale al quadrato ABCD. 

» Ma , se si paragona la piramide BASCT alla piramide SABCD, 

» la base ASCT della prima può situarsi sulla base ABCD del- 
» la seconda ; allora , esseudo il punto 0 un centro comune, 

» l’altezza OB della prima coinciderà con l’altezza OS della se- 
» conda , e le due piramidi si confonderanno in una sola , 
» dunque l’angolo solido S è uguale all’angolo solido Bj dun- 
» que il solido SABCDT è un ottaedro regolare. 

» Scolio. Se tre rette uguali AC, BD, ST sono perpondi- 
» colari fra loro , e si tagliano nel loro mezzo , le estremità 
» di queste rette saranno i vertici d’ un ottaedro regolare. 

Costruzione del dodecaedro. , 

» Sia ABCDE (Fig. 246) un pentagono regolare dato ; sie- 
» ne ABP, CBP due angoli piani uguali all’angolo ABC-, con 
» questi angoli piani formasi l’angolo solido B, e determinasi 
» per la proposizione XXIV del libro V l’ inclinazione scam- 
» bievote di due di questi piani-, inclinazione ch'io chiamo K. 
» Permansi similmente ai punti C, D, E, A, gli angoli soli- 
» di uguali all’angolo solido B, e situali nella stessa mauie- 
» ra : il piano CBP sarà lo stesso che il piano BCG , poiché 
» sono inclinati l’uno e l’altro della medesima quantità K sul 
» piano ABCD. Si può dunque nel piano PBCG descrivere il 
» pentagono BCGFP uguale al pentagono ABCDE. Se si fa lo 
» stesso in ciascuno degli altri piani GDI, DEL, ec. , si avrà 
» una superficie convessa PFGH éc- composta da sei penla- 
» goni regolari uguali, ed inclinati ciascuno sul suo adiacente 
» della medesima quantità K. Sia pfgh ec. una seconda super- 
» Scie uguale a PFGH ec. -, dico che queste due superfic c 
« possono essere riunite in tal modo da formare una sola su- 
» perfide convessa continuala. Infatti l’angolo oj>f t per eseni- 
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» pio può unirsi ai due angoli OPB, BPF, per fare un angolo 
» solido P uguale all’angolo B ed in questa riunione non 
» si cambierà nulla all’ inclinazione dei piani BPE , BPO , 

» poiché quest’ inclinazione è quell’ appunto che bisogna per 
» la formazione dell’angolo solido. Ma, nel tempo stesso che 
» si forma l’angolo solido P, il lato pf si applicherà sul suo 
» uguale PF , e nel punto F si troveranno riuniti tre angoli 
» piani PFG , pfe , efg , che formeranno un angolo solido u- 
» guale a ciascuno degli angoli già formati : questa riunione 
» furassi senza cambiar nulla lo stato dell'angolo P, nè quello 
» della superficie efgh , ec. , poiché i piani PFG , efp , digià 
» riuniti in P , hanno fra loro I’ inclinazion convenevole K , 

» come pure i piani efg , efp. Continuando cosi di mano iu 
» mauo , si vede chiaro che le due superficie si aggiusleran- 
» uo scambievolmente 1’ una coll’ altra, per formare una sola 
» superficie continuala , e rientrante in se stessa : questa su- 
» perfide sarà quella d’ un dodecaedro regolare, poiché è com- 
» posta di dodici pentagoni regolari eguali, e tulli i suoi an- 
» goti solidi sono uguali fra loro. 

Costruzione dell’ icosaedro. 

» Sia ABC (Fig. 247) una delle sue facce , bisogna pri- 
» ma formare un angolo solido con cinque piani uguali al 
» piano ABC , ed ugualmente inclinali ciascuno sul suo adia- 
» cenle. Perciò sul lato B'C/ uguale a BG , facciasi il penla- 
» gono regolare B'C'H'I'D', dal centro di questo pentagono si 
» alzi sul suo piano una perpendicolare che si terminerà in 
« A' di modo che B'A'siB'C'; si tirino A'G', A'H', A'I', A'D' ; 
» e l’angolo solido A' formalo dai cinque piani B'A'G', G'A'H', 
» ec. sarà l’angolo solido domandato. Poiché le oblique A'B', 
w A'G ec. son uguali; una di esse A 'B' è uguale al lato B'C 7 ; 
» dunque lutti i triangoli B'A'G', C'A'H', ec. sono uguali fra 
» loro , ed al triangolo dato ABC. 

» È d’ altronde evidente che i piani B'A'C', C'A'H’, ec. 
» sono ugualmente inclinali ciascuno sul suo adiacente ; poi- 
» chè gli angoli solidi B' , , ec sono uguali fra loro , a 

» cagione che i medesimi son formati con due angoli di trian- 
» golo equilatero , ed uno di pentagono regolare. Chiamiamo 
» K 1’ inclinazione dei due piani ove sono gli angoli uguali ; 
» inclinazione che si può determinare mediante la proposizio- 
» ne XXIV del lib. V. ; l’ angolo K sarà nel tempo siesso 
» l’ inclinazione di ciascuno dei piani che compongono 1’ an- 
» golo solido A' sul suo adiacente. 
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» Posto ciò , se si fanno ai punti A , B , C , gli angoli 

• solidi uguali ognuno all’ angolo A' , si avrà una superficie 
» convessa DEFG ec. composta di dieci triangoli equilateri , 
» di cui ciascuno sarà inclinato sul suo adiacente della quan- 
» tità K, e gli angoli L) , E, F, ec. del suo contorno riuni- 
» ranno alternativamente tre e due angoli di triangoli equila- 
» ieri , s* immagini una seconda superfìcie uguale alla super- 
« fide DEFG ec. -, queste due superficie potranno adattarsi 
» scambievolmente , unendo ciascuno angolo triplo dell’ una 
» con un angolo duplo dell’altra, e siccome i piani di que- 
» sii angoli hanno già fra loro l’inclinazione K necessaria per 
» formare un angolo solido quintuplo uguale all’ angolo A , 
-» non si cambierà nulla in questa riunione allo stato di ciu- 
» scuna superficie in particolare , e le due insieme formeranno 
» una sola superficie continua , composta di venti triangoli equi- 
» laleri. Questa superfìcie sarà quella dell’icosaedro regolare, 
» poiché d* altronde tutti gli angoli solidi sono uguali fra loro. 

PROPOSIZIONE HI. 

PBOBLEMA. , 

» Trovare l’inclinazione di due facce adiacenti d’un po- 
» liedro regolare. 

» Questa inclinazione deducesi immediatamente dalla Co- 
li struzione già data dei cinque poliedri regolari ; al che bi- 

* sogna aggiungere la proposizione XXIV del libro V, in vir- 
» tu della quale essendo dati i tre angoli piani, che formano 
» un angolo solido , si determina F angolo che due di questi 
» piani fanno fra loro^ 

» Nel tetraedro (Fig. 245) Ciascun angolo solido è for- 
» malo da tre angoli di triangoli equilateri ; bisogna dunque 
» cercare mediante il problema citalo l’angolo che due di que- 
» sii piani fanno ua loro; quest’angolo sarà l’inclinazione di 
» due facce adiacenti del tetraedro. 

» Nell’ esaaeiro (Fig. 244). L’angolo di due facce ad.a- 
v centi è un angolo retto. 

» Nell' ottaèdro (Fig. 245). Formasi un angolo solido con 
« due angoli di triangoli equilateri, ed un angolo retto ; l’ in- 
» dinazione dei due piani , ove sono gli angoli de’ triangoli , 
» sarà quella di due facce adiacenti dell’ ottaedro. 

» Nel dodecaedro (Fig. 246). Ogni angolo solido è for- 
» malo con tre angoli di pentagoni regolari; quindi l’ inclina ■ 
» zione de’ piani di due di tali angoli sarà quella di due fac- 
» ce adiacenti del dodecaedro. 
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» Nell' icosaedro (Fig. 247). Formasi un angolo solido con 
» duo angoli di triangoli equilateri, ed un angolo di pentagono 
» regolare: l’ indi nazione de’ due piani, ove sono gli angoli 
» de’lriangoli, sarà quella di due facce adiacenti dell’icosaedro. 

PROPOSIZIONE IV. 

PROBLEMA. 

> i Essendo dato il lato d'un poliedro regolare , trovare il 
n raggio dilla sfera inscriva, e quello della sfera circoscritta 
» ad un lai poliedro. 

» Bisogna prima dimostrare elle ogni poliedro regolare 
» può essere inscritto, e circoscritto' ad una sfera. 

» Sia AB(Fig. 24S) il lato comune a due farce adiacen- 
ti ti *, sieno C ed E i centri di queste due facce , e CD , ED 
t> le perpendicolari abbassale da questi centri sul Iato comune 
ti AB , le quali cadranno nel punto D, medio di questo luto, 
i) Le due perpendicolari CD, DE fanno tra loro un angolo co- 
ti gnilo , eli' è uguale all’ inclinazione di due facce adiacenti , 

» determinata dal precedente problema Ora, se nel piano CDE. 

» perpendicolare ad AB , si conducano sopra CD ed ED le 
» perpendicolari indi Unite liO ed LO, che s’incontrino in 0, 
ti dico che il punto 0 sarà il centro della sfera inscritta , e 
» quello altresì di Ila sfera circoscritta, essendo OC il raggio 
» della prima ed OA quello della seconda. 

» Infatti , poiché gli apotemi CD, DE sono uguali, e Fi- 
ni potenusa DO comune, il i ciangolo rettangolo CDO, è uguale 
» al triangolo rettangolo. ODE, (l), e la perpendicolare OC è 
i> uguale alla perpendicolare OL. Ma essendo AB perpendicola- 
ii re al piano CDE, il piano ABC è perpeudicolare a CDE (2), 
il o CDE ad ABC : d’altronde CO, nel piano CDE, è perpeu- 
« dicolare a CD , intersezione comune dei piani CDE , ABC : 
ti dunque CO, (3) è perpendicolare al piano ABC. Per la me- 
li desima ragione EO è perpendicolare al piano ABE; dunque 
» le due perpendicolari CO, EO, condotte ai piani delle due 
» facce adiacenti da’ centri di queste facce , s' incontrano in 
» un medesimo punto 0 e sono uguali. Supponiamo ora che 
ii ABC ed ABE rappresentino due altre facce adiacenti qua- 
li lunqup; Fa polenta CD resterà sempre della medesima gran- 
ii dezza \ come pure I angolo CDO metà di CDE ; dunque il 
'y> triangolo rettangolo CDO, ed il suo Iato CO saranno ugua- 

(1) 18 , 1- - (2) 17 , 5. - (3) 18 , 5. 

Geom. Sol. 6 
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» li per rapporto a lutee Ih facce del poliedro; dunque se dal 
» punto 0 come centro, e col raggio OC si descriva una sfe- 
» ra, questa toccherà tutte le facce dei poliedro nei loro cen- 
« tri ( poiché i piani ABC, , ABE saranno perpendicolari al- 
» l’ estremità d’ un raggio ), e la sfera sarà inscritta nel po- 
» liedro , o il poliedro circoscritto alla sfera. 

» Congiungansi OA , GB : a cagione di CA = CB le due 
» obblique OA, OB, allontanandosi ugualmente dalla perpen- 
» dicolare, saranno uguali; sarà lo stesso di due altre linee 
« rette qualunque condotte dal centro 0 alle estremità d’ un 
» medesimo lato : dunque tutte queste linee sono uguali fra 
» loro; dunque, se dal punto 0, come centro, e col raggio 
» OA si descriva una superficie sferica , essa passerà per i 
« vertici degli angoli solidi del poliedro, e la sfera sarà cir- 
» coscritta al poliedro , o il poliedro inscritto nella sfera. 

i) Posto ciò, la soluzione del problema proposto non ha 
» più difficoltà veruna , e può effelluirsi così : 

» Essendo dato il lato d’ una faccia del poliedro, descri- 
» vasi questa faccia , e sia CD ( Fig. 249 ) il suo upotema. 

» Si cerchi pel problema precedente f inclinazione di due fac- 
» ce adiacenti del poliedro, e facciasi l'angolo CDE uguale a 
» questa inclinazione. Si prenda DE uguale a CD-, si condu- 
» cano CO ed EO perpendicolari a CD , ed ED ; queste due 
» perpendicolari s’ incontreranno in un punto 0 , e CO sarà 
» il raggio della sfera inscritta nel poliedro. 

» Sul prolungamento di DC prendasi CA uguale al raggio del 
» cerchio circoscritto ad una taccia del poliedro-, ed OA sarà 
» il raggio della sfera circoscritta a questo poliedro medesimo. 

» Poiché i triangoli rettangoli CDO , CAO , della figura 
» 249. sono uguali ai triangoli dello stesso nóme nella figura 
» 248., quindi è che mentre CD e CA sono i raggi dei cer- 
» chi inscritto e circoscritto ad una faccia del poliedro , OC 
» ed OA sono i raggi delle sfere inscritta e circoscritta al 
» medesimo poliedro. 

» Scolio. Si possono dedurre delle precedenti proposto- 
li ni diverso conseguenze. 

» l.° Ogni poliedro regolare può esser diviso in tante pi- 
li ramidi regolari, quante facce ha il poliedro: il vertice co- 
li mime di queste piramidi sarà il centro del poliedro, eh’ è 
» nel tempo stesso quello delle sfere inscritta e circoscritta. 

d 2.° La solidità d’un poliedro regolare è uguale alla sua 
h superficie moltiplicata pel terzodel raggio della sfera inscritta. 

» 3.° Due poliedri regolari del medesimo nome sono due 
ii solidi simili, e le loro dimensioni omologhe sono proporzio- 
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» noli; dunque i raggi delle sfere inscritte o circoscritte stan- 
>* no fra loro come i lati di questi poliedri. 

» 4.° Se s’ inscriva un peliedro regolare in una sfera» » 
» piani condotti dal centro per i differenti lati dividerranno 
» la superficie della sfera in tanti poligoni sferici uguali e st- 
» mili , quante sono le facce del poliedro (■f). 



LIBRO Vili. 

I TRE CORPI ROTONDI. 



DEFINIZIONI. ' 



i. tJi chiama cilindro ( Fig. 250 ) il solido generato dalla 
rotazione d un rettangolo ABCD , che s’ immagina rivolgersi 
intorno al lato immobile AB. 

In tal movimento i lati AD, BG restando sempre perpen- 
dicolari ad AB descrivono piani circolari uguali DHP CGQ 
che si chiamano le basi del cilindro, ed il lato CD ne descri- 
ve la superficie convessa. 

La linea immobile AB si chiama l’asse del cilindro. 

Ogni sezione KLM falla nel cilindro perpendicolarmente 
all asse e un cerchio uguale a ciascuna delle basi; poiché men- 
tre il rettangola ABCD gira intorno ad AB, la linea IK, per- 
pendicolare ad AB , descrive un piano circolare uguale alla 
base , e questo piano non è altra cosà che la sezione fatta 
perpendicolarmente all’asse nel punto I. 

Ogni sezione PQGH fatta per l’asse è un rettangolo dop- 
pio del rettangolo generatore ABCD. 

u. Si chiama cono ( Fig. 251 ) il solido generalo dalla 
rotazione del triangolo rettangolo SaB , che s’ immagina gi- 
rare intorno al lato immobile SA. 

In questo movimento il lato AB descrìve un piano circo- 



(f) Per maggior particolarità riguardo a’ poliedri rego- 
lari si vegga la Memoria sopra i cinque poliedri regolari di 
Tommaso Mandoj. 
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lare BDCE, dia si eli. ama baie del vano ; e l’ ipotenusa SB ne 

descrive la supe< fu'ie concessa. 

Il punì» S si chiama il vertice del cono , SA l'asse o al T 
tezza , ed SB il lato o l' apolèma. 

Ogni sezione HKFI falla perpendicolarmente all’asse è un 
erchio} ogni sezione SDE falla per l’asse è un triangolo iso- 
cele , doppio del triangolo generale SAB. 

ni. Se dal cono Si. DB si toglie , mediante una sezione 
parallela alla base, il cono SFKH, il solido restante CBHF si 
chiama cono li olivato ovvero tronco di cono. 

Si può supporre che desso sia descritto dalla rotazione 
del trapezio AB11G , i cui angoli A e G sono retti , intorno 
al lato AG. La linea immobile AG si chiama l’asse o altezza 
del tronco , i cerchi BDG , HFK ne sono le basi , e BH n’ è 
il lato. 

iv. Due cilindri, o due coni son simili quando i loro as- 
si stanno fra loro come i diametri delle loro basi. 

v. Se nel cerchio ACD , ( Fig. 252 ) che serve di base 
ad un cilindro , s’ inscrive un poligono ABCDE , e sulla base 
ABCDE s’ innalza un prisma retto uguale iu altezza al cilin- 
dro, il prisma si dice inscritto nel cilindro , o il cilindro cir- 
coscritto al prisma. 

È chiaro che gli spigoli AF , BG , CII , ec. del prisma , 
essendo perpendicolari al piano della base , sono compresi 
«ella superficie convessa del cilindro -, dunque il prisma , ed 
il cilindro si toccano secondo questi spigoli. 

vi. Parimente, se ABCD ( Fig. 253 ) è un poligono cir- 
coscritto alla base d’ un cilindro , e che sulla base ABCD si 
costruisca un prisma retto uguale in altezza allo stesso cilin- 
dro , il prisma si chiama ciicoscritlo al Cilindro , o il cilin- 
dro inscritto nel prisma. 

Siene* M , N , oc. i punti di contatto dei lati AB , BC , 
ec. , e sieno innalzate dai punti M, N, ec. le perpendicolari 
MX, NY ec. al piano della baserò chiaro che queste perpen- 
dicolari saranno ad un tempo stesso nella superficie del cilin- 
dro. ed in quella d< I pr sma circoscritto,} dunque esse saran- 
no le loro linee di contado. 

IV. B. Il cilindro , il «ono , e la sfera sono i tré corpi rotondi , 
di cui si traila negli clementi. 
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Ltmmi preliminari sulle superfìcie. 

i. 

Una superficie piana OABCD ( Fig. 254 ) è minore di 
qualunque altra superfìcie PABCD terminata al medesimo con- 
turno ABCD. 

Questa proposizione è abbastanza evidente per essere po- 
sta nel numero degli assiomi ; poiché si potrebbe suppone 
che il piano è tra le superficie ciò che la linea retta é fra le 
altre linee : Ja linea reità è la più cori» fra dire punti dati • 
parimente il piano è la superficie h più piccola Ira mite quell» 
che hanno uno stesso contorno. Tuttavia , siccome conviene 
ridurre gli assiomi al più piccolo numero possibile , ecco un 
tagionumenlo , che non la sen a verun dubbio su questa pro- 
posizione. v 

Una superficie essendo, un’ estensione in lunghezza cd in 
larghezza, non si può concepire che ima superficie sia maggio- 
re d un altra a meno che le dimensioni della prima non ec- 
cedano ni qualche verso quelle della secondale se accade che 
le dimensioni d' una superficie sieno in ogni verso minori delle 
dimensioni di un’ altra superficie , é manifesto che hi prima 
superficie sarà la minore delle due. Ora in qualunque verso si 
faccia passare il piano Bl’l) . che taglierà la superficie piana 
.secondo BD, e l’ altra superficie secondo BPD, la linea retta 
BU sarà sempre minore di BPD; dunque la superficie piana 
OABCD é minore della superficie circondatile PABCD. 



, °V ni superficie convessa OABCD (Fig. 255) è minore di 
un altra superfìcie qualunque , che circondasse la prima ap- 
poggiandosi sul medesimo contorno ABCD. 

Dipeleremo < 1 IJ ' r ^ e intendiamo per supa fide convessa una 
superficie che non può esser incontrata da una linea retta in 
piu di due punti; è per altro possibile che una linea retta si 
applichi esattamente in un certo senso sopra una superficie 
convessa ; se ne vedono degli esempi nelle superficie del cono 
e del cilindro. Osserveremo pure che la denominazione di su- 
perficie convessa non è risi rei la alle sole superficie curve; dessi! 
comprende altresi le superficie poliedre o composte di più p : a- 
»i , ed anche le superficie in parte curve, m parte polirete. 

Ciò posto, se la superficie OABCD non é minore di tutte 
quelle clic la circondano, sia tra quest’ ultime l'ABCD la su- 
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perfide più piccola che sarà a) più eguale ad OABCD. Per 
un punto qualunque 0 si faccia passare un piano, che tocchi 
la superficie OABCD senza tagliarla •, questo piano incontrerà 
la superficie PABCD ; e la parte che ne taglierà , sarà mag- 
giore del piano stesso terminato alla medesima superficie (1)-, 
dunque, conservando il resto della superficie PABCD , si po- 
trebbe sostituire il piano alla parte tagliata , e s’ avrebbe 
una nuova superficie , che circonderebbe sempre la superficie 
OABCD , e sarebbe minore di PABCD. 

Ma questa è la minore di tulle per supposizione: dunque 
questa supposizione non può sussistere •, dunque la superficie 
convessa OABCD è minore d’ogni altra superficie che circon- 
dasse OABCD , e fosse terminata al medesimo contorno ABCD. 

Scolio. Con uu ragionamento interamente simile si proverà. 
Che se una superficie convessa terminata da due contor- 
ni ABC , DEF ( Fig. 256 ) è circondata da una altra superfi- 
cie qualunque terminata dai contorni medesimi , la superficie 
circondata sarà la piu piccola delle due. 

2.° Che se una superficie convessa AB (Fig 257) è circon- 
data da tutte le parti da un’altra superficie MN, sia che esse 
abbiano dei punti, delle linee, o dei piani comuni, o sia che 
non abbiano verun punto comune, la superficie circondata sarà 
sempre minore della superficie circondante. 

Poiché fra queste non può esservene alcuna che sia la più 
piccola di tutte , atteso che in qualunque caso si potrebbe 
sempre condurre il piano CD tangente alla superficie conves- 
sa , il qual piano sarebbe minore della superficie CMD (2) ; 
e perciò la superficie CND sarebbe minore di MN ; il che è 
contrario all’ipotesi che MN sia la più piccola di tutte. Dun- 
que la superficie convessa AB è minore di tutte quelle che la 
circondano. 

PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

La solidità d’ un cilindro è uguale al prodotto della sua 
base per la sua altezza. 

Sia CA ( Fig. 258 ) il raggio della base del cilindro da- 
to, B la sua altezza; rappresentiamo con sup. CA la super- 
ficie del cerchio, il cui raggio è CA; dico che la solidità del 
cilindro sarà sup. CA X B. Poiché , se sup. CA X B nou è la 



(1) Lem. — (2) Lem. I. 
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misura del cilindro dalo , questo prodotto sarà la misura di 
un cilindro maggiore, o minore. Ed in prima supponiamo che 
sia la misura d'un cilindro minore, per esempio del cilindro, 
di cui CD è il raggio della base , ed B l’altezza. 

Circoscrivasi al cerchio , il cui raggio è CD , un poligo- 
no regolare GH1P , i lati del quale non incontrino la circon- 
ferenza di cui CA è il raggio (I): si supponga di poi cretto 
un prisma che abbia per base il poligono CHIP, e per altezza 
B , il qual prisma sarà circoscritto ai cilindro , di cui CD è 
il raggio della base. Ciò posto , la solidità del prisma (2) è 
uguale alla stia base GllIP moltiplicata per f altezza B ; la 
base CHIP è minore del cerchio di cui CA è il raggio; dun- 
que la solidità del prisma è minore di sup. CAXB. Ma sup. 
CAXB è, per supposizione , hv solidità del cilindro inscritto 
nel prisma : dunque il prisma sarebbe minor del cilindro : 
ora , al contrario , il cilindro è minore del prisma , poiché 
y’ è contenuto :■ dunque è impossibile che sup. CAXb sia la 
misura del cilindro di età CD è il raggio della base , ed B 
1’ altezza , ovvero , in termini più generali , il prodotto della 
base d’ un cilindro per la sua altezza non può misurare un 
cilindro minore . 

Dico in secondo luogo che questo stesso prodotto non può 
misurare un cilindro maggiore: poiché, per non moltiplicare 
le figure, sia CD il raggio della base del cilindro dato, e sia, 
s’ è possibile , sup. CDX&la misura d’ un cilindro maggio- 
re , per esempio dei cilindro di cui CA è il raggio della ba- 
se , ed B r altezza. 

Se si fa la stessa costruzione del primo caso , il prisma 
circoscritto al cilindro- dato avrà per misura CHIPXB: l’aia 
CHIP è maggiore di sup. CD* r dunque la solidità del prisma 
di cui si tratta è maggiore di sup. CDXB : il prisma sareb- 
be dunque maggior del cilindro della medesima altezza die 
ha per base sup. CA. Ora r all’opposto, il prisma è minore 
del cilindro, poiché v’ è contenuto ^ dunque è- impossibile che 
la base d’ un cilindro, moltiplicata per la sua altezza sia la 
misura d’un cilindro maggiore. 

Dunque finalmente la solidità d’ un cilindro è uguale al 
prodotto della sua base per la sua altezza. 

Corollario /. 1 cilindri della medesima altezza stanno fra 
loro come le loro basi, ed i cilindri della medesima base stan- 
no fra loro come le altezze. 

Corollaria II. 1 cilindri simili stanno come i cubi dello 



(1) 10 , 4- — (2) 13, 6. 
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altezze, o come i cubi dei diametri delle basi. Poiché le basi 
stanno come i quadrali dei loro diametri , e siccome i cilin- 
dri sono simili , i diametri delle basi stanno come le altez- 
ze (1): dunque le basi stanno come i quadrali delle altezze; 
dunque le basi moltiplicate per le altezze, o i cilindri stessi, 
stanno come i cubi delle altezze. 

Scolio. Sia R il raggio della base d’ un cilindro , A la 
sua altezza , la superficie della base sarà irR’ (2), e la soli- 
dità dei cilindro sarà irR’XA , ovvero «irR'A. 

PROPOSIZIONE 11. 
lemma. 

La superfìcie convessa d’un prisma ritto è uguale al pe- 
rimetro della sua base moltiplicato per la sua altezza. 

Poiché questa superficie è uguale alla somma dei rettan- 
goli AFGB , BGIIC , CHID ecc. (Fig 252), dei quali la me- 
desima è composta ; ora , le altezze AF , RG , GH , ec. di 
questi rettangoli sono uguali all'altezza del prisma ; le loro 
basi AB, BC, CD, ec- prese insieme fanno il perimetro della 
base del prisma. Dunque la somma di questi rettangoli, o la 
superficie couvessa del prisma è uguale al perimetro della sua 
base moltiplicato per la sua altezza. 

Corollario. Se due prismi retti hanno la medesima al- 
tezza , le superficie convesse di questi prismi staranno fra 
loro come i perimetri delle loro basi. 

PROPOSIZIONE IH. 

L B M M A. 

La superfìcie convessa del cilindro è maggiore della su- 
perficie convessa d' ogni prisma inscritto , e minore della su- 
perficie convessa d’ ogni prisma circoscritto. 

Poiché la superficie convessa del cilindro e quella del pris- 
ma iscritto ABCDEF (Fig. 252) possono essere considerate co- 
me avendo la medesima lunghezza, a cagione che ogni sezio- 
ne fatta nell’uno, e nell’ altro parallelamente ad AF e uguale 
ad AF;e se per aver le larghezze di queste superficie si ta- 
gliano con piani paralleli alla base , o perpendicolari alla co- 
stola AF , le sezioni saranno eguali , una alla circonferenza 

(t) Df. 4. — (2) ,27“ 
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della base , l’altra al contorno del poligono ABCDE minore 
di questa circonferenza : dunque , poiché a lunghezza eguale 
la larghezza della superfìcie cilindrica è maggior di quella 
della superficie prismatica , ne segue che la prima superfìcie 
è maggiore della seconda. 

Con un ragionamento interamente simile dimostreremo 
che la superfìcie convessa del cilindro è minore di quella d’a- 
gni prisma circoscritto BCDKLH. (Fig. 253). 

PROPOSIZIONE IV. 

T E 0 B E M A. 

La superficie convessa d' un cilindro è uguale alla cir- 
conferenza della sua base moltiplicata per la sua altezza. 

Sia CA (Fig. 258) il raggio della base del cilindro da- 
to, B la sua altezza; e si rappresenta con ciré CA la circon- 
ferenza che ha per raggio CÀ , dico che c<rc. CAXB sarà hi 
superfìcie convessa di questo cilindro. Poiché, se si nega que- 
sta proposizione, bisognerà che còc.CAXB sia la superfìcie di 
un cilindro maggióre o minore;, ed in prima supponiamo che 
sia la superficie d’ un cilindro minore, per esempio del cilin- 
dro di cui CD è il raggio della base , ed B I’ altezza. 

Circoscrivasi al cerchio il cui raggio è CD un poligono 
regolare CHIP , i cui laii non incontrino la circonferenza cho 
Ita CA per raggio; indi si supponga costrutto un prisma ret- 
to che abbia per altezza B, e per base il poligono GH1P. La 
superficie convessa di questo prisma sarà uguale al contorno 
del poligono GHIP moltiplicato per I’ altezza B (1) , questo 
contorno è minore della circonferenza il cui raggio è CA; dun- 
que la superficie convessa del prisma è minore di cù'C.CAXB. 
Ma circ.CAXB è, per supposizione, la superficie convessa del 
cilindro di cui CD è il raggio della base , il qual cilindro è 
inscritto nel prisma ; dunque la superficie convessa del pris- 
ma sarebbe minore di quella del eilindro inscritto. Ora , al 
contrario, dev’csser maggiore (2); dunque la supposizione am- 
messa è assurda: dunque I.° la circonferenza della base d’un 
cilindro moltiplicata per la sua altezza non può misurare la 
superficie convessa d ’ un cilindro minore. 

Dico in secondo luogo che questo medesimo prodotto non 
può misurare la superficie d’ un cilindro maggiore. Poiché , 
per non cambiar figura, sia CD il raggio della base del cilin- 

(I) 2. - (?) 5. 
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dro dato, e sia, $’ è possibile, cirr.GDXB la superficie con- 
vessa d’ un cilindro che colla medesima altezza avesse per 
base un cerchio maggiore , per esempio il cerchio , di cui il 
raggio è CA. Si farà la medesima costruzione come nella pri- 
ma supposizione, e la superficie convessa del prisma sarà sem- 
pre uguale al contorno del poligono GHIP moltiplicalo per 
l’altezza B. Ma questo contorno è maggiore di ctVc.CD; dun- 
que la superficie del prisma sarebbe maggiore di có-c.CDXB, 
che per supposizione è la superficie del cilindro della mede- 
sima altezza di cui CIA è il raggio della base. Dunque la su- 
perficie del prisma sarebbe maggiore di quella di questo ci- 
lindro. Ma , quand’ anche il prisma fosse inscritto nel cilin- 
dro, la sua superficie sarebbe minore di quella del cilindro (1)^ 
con più ragione essa è minore quando il prisma non si esten- 
de fino ai cilindro. Dunque la seconda supposizione non po- 
trebbe aver luogo : dunque 2. a la circonferenza della base di 
un cilindro moltiplicata per la sua altezza non può misurare 
la superficie d’ un cilindro maggiore. 

Dunque finalmente la superficie convessa d’ un cilindro è 
uguale alla circoufet eaaa delta sua base moltiplicata per la 
sua altezza. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

la solidità d r un cono è uguale al prodotto della sua 
tase pel terzo della sua altezza. 

Sin So (Fig. 259) l’altezza del cono dato, AO il raggio 
della base \ se si rappresenta con sup . AO la superficie del- 
la base , io dico che la solidità di questo cono sarà eguale 
a SMp.AÓX’SO 

Infatti supponiamo 1.® che sup . AOX ?SO sia la solidità 
d’ un cono maggiore , per esempio del cono di cui SO è sem- 
pre l’altezza , ma che abbia OB, maggiore di AO, per rag- 
gio della base. 

Al cerchio di cui il raggio è AO , circoscrivasi un poli- 
gono regolare MNPT che non incontri la circonferenza il cui 
raggio è OB (2) \ indi s’ intenda costrutta una piramide che 
abbia per base il poligono , e per vertice il punto S. La so- 
lidità di questa piramide (3) è uguale all’ aia del poligono 
MNPT moltiplicata del terzo dell’ altezza SO. Ma il poligono 

(1) 3. - (2) 10, i - (3) 10, 6. 
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é maggiore del cerchio inscritto rappresentato da rtip.AO; dun- 
que la piramide è maggiore di sup. AOX j SO , che per sup- 
posizione è la misura del cono di cui S è il vertice ed OB il 
raggio della sua base. Ora , al contrario, la piramide è mi- 
nore del cono, poiché vi è contenuta , dunque l." è impos- 
sibile che la base d’ un cono moltiplicata pel terzo della sua 
altezza sia la misura d’ un cono maggiore. 

Dico 2.° che questo medesimo prodotto non può essere la mi- 
sura d’un cono minore. Poiché, per non cambiar figura, sia OB il 
raggio della base del cono dato, e sia, s’è possibile, sup. OBx | SO 
la solidità del cono che ha per altezza SO e per base il cer- 
chio di cui AO è il raggio. Si farà la medesima costruzione 
che qui sopra, e la piramide SMNPT, avrà per misusa l’aia 
MNPT moltiplicata per | SO. Ma l’aia MNPT è minore di 
sup. OB ; dunque la piramide avrebbe una misura minore di 
i /p.OB X ? SO, e per conseguenza sarebbe minore del cono di 
cui AO è il raggio della base ed SO l’altezza. Ora , al con- 
trario , la piramide è maggiore del cono, poiché il cono vi è 
contenuto : dunque 2.° è impossibile che la base d’ un cono 
moltiplicala pel terzo dalla sua altezza sia la misura d’ un 
cono minore. 

Dunque finalmente la solidità d’un cono è uguale al pro- 
dotto delia sua base pel terzo della sua altezza 

Corollario. Un cono è il terzo d’un cilindro della mede- 
sima base , e della medesima altezza : da ciò segue. 

1. ° Che i coni di uguali altezze stanno fra loro come le 
basi ; 

2. ° Che i coni di basi uguali stanno fra loro come le al- 
tezze *, 

3. ® Che i coni sìmili sono come i ctrbt de’ diametri delle 
loro basi , o come i cubi delle loro altezze. 

Scolio. Sia B il raggio della base d’ un cono , A la sua 
altezza j la solidità pel cono sarà »R J X 1A ^jossia ì -arK'A. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Il cono troncato ADEB (Fig. 260) di cui OA , DP , so- 
no i raggi delle basi , e PO 1' altezza , ha per misura 

}7TOP.(ÀO-H)P-f A 0 X DP). 

Sia TFGH una piramide triangolare della medesima al- 
tezza del cono SAB , e la cui base FGH sia equivalente alla 
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buse dt'l cono. Si può supporre che queste due busi sieno si- 
tuale sopra un medesimo piano; allora i vertici T e S saranno a 
disianze uguali dal piano delle basi, ed il piano EPD prolungato 
farà nella piramide la sezione IKL Ora io dico che questa sezione 
KIL è equivalente alla base DE; poiché le busi AB, DE stanno 
fra loro come i quadrali dei raggi AO , DP (l) , o conte i 
quadrati delle altezze SO, SP ; i triangoli FGII , IKL stanno 
fra loro come i quadrati di queste medesime altezze (2) ; 
dunque i cerchi AB , DE stanno fra loro come i triangoli 
FGH , IKL. Ma per supposizione, il triangolo FGH è equiva- 
lente al cerchio AB ; dunque il triangolo IKL è equivalente 
al cerchio DE. 

Ora la base AB moltiplicata per f SO è la misura del co- 
no SAB , e la base FGH moltiplicala per J SO è la misura 
della piramide TFGH ; dunque . a motivo il. Ile basi equi- 
valenti , la solidità della piramide è equivalente a quella del 
cono. Per una siimi ragione la piramide TIKL è equivali lite 
al cono SDE , dunque il tronco di coito A DEB è equivalente 

al tronco di piramide EGHIKL. Ma la base FG11 , équiva- 

——3 

lente al cerchio il cui raggio è AO, ha per misura ttX-AO ; 

parimente la base IKK=irXHP ; e la media proporzionale 

fra ttXAO , e -rXitP è trXAOxHP ; dunque la solidità del 
tronco di piramide, o quella del tronco di cono, h.i per misura 

JOI’X (* r X-vO-f-irDt , -f rXAOXDI’) (3), clic è lo slesso che 

t*0PX(TÒ+D?+AOXDP)(+). 



m il , 4. — (2) 16, 6. — (3) 21 , 6. 

(t) questo teorema se ne ricavano multe belle verità, 
delle quali eccone le principali. 

teorema. 

Se il triangolo ABC (Fig. A tav. 8.) fa vna rivoluzione in- 
torno della retta DE esistente nel piano del tiiungolo , e situala 
comunque fuori di esso , sarà il solido che genera equivalente a 
trr piramidi, che hanno per busi lo stesso triangolo , e per aliez:c 
l? tre circonferenze descritte da’ vertici degli angoli A, B, C. 
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PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

La superficie convessa d' un cono è uguale alla circonfe- 
renza della sva base moltiplicata per la mela del suo lato. 
Sia AO ( Fig. 259 ) il «aggio dulia base del cono dato , 



DIMOSTRAZIONE. 

Da’ punii A , B , f, , si abbassino le perpendicolari BD , 
AF , CE , sopra la retta DE , e per i punti B e C si tirino 
BM , CN parallele alla retta DE. Il trapezio ABDF giran- 
do intorno a DF genera un tronco di cono a busi parallele , 

— a 

che , pel teorema di sopra , avrà per espressione r *rDF(AF 

-j-BD+AFXBD). Similmente il trapezio BDFG , girando in- 
torno a DF genera un altro tronco che avrà per espressione 

— a i 

r «'Db^GF-f-L.D-j-GFXBD). Dunque il solido generalo del trian- 
golo ÀBG , essendo la differenza di questi tronchi , avrà per 

espressione ^«DFlAF— FG-j-AFXBD— GFXBD) , ed essendo 

ÀF— GF^(AF-fGF)AG , ed AF X BD—GFXBD=BD X AG , 
sarà perciò il solido generato dal triangolo ABF = V * DF 
[(AF-fGF)AG-f BDXAG] , ossia { «•(DFXAFXAG+DGXGF 
XAG-J-DFXfiDX AG). Col medesimo ragiona mento si trova che 
il volume del solido generato dal triangolo ACG, ha per espres- 
sione $«r(FEXAFXAG-|-FEXGFXAG-4-FEXCEXAG) , quin- 
di addizionando queste due espressioni, si avrà l’ intero volume 
generato dal triangolo ABC espresso da f «•(DFXAFXAG-j-FE 
X AFXAG -f DFXGFXAG -f- EFXGEXAG + DFXBDXAG 
-f-FEXCEXAG) , oss a j * \G(DF X AF-J-FE X AF-f-DF X GF 
-t-FEXGE-f-DF X BD-f-FE X CE. Di più i triangoli simili 
BGN , CG>i , ci danno BM : CN : GM : GN : ovvero DF : 

FE : : GF — BD : Gli— GF, dalla quale si ricava DFXCE — DF 
XGF=FEXGF— FEXBD , ossia DF X CE-f-FE X BD=EF 
XGF+DFXGE, e sostituendo DE XCE-p FEXBD in vece di 
FEXGF=4DFXGF , nell’espressione trovala , si avrà ì * AG 
( DFXAF -f- FEXAF 4- DFXCE 4 FE X BD 4- DF X BE-J-FE X 
vii), ed ess. odo DFXAF-j-FEX AF=DEXAF , DFXCJi 
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S il suo vertice , ed 8A il suo lato ; dico che In sua superfi- 
cie sarà ct'rc.AOxiSA. Poiché sia, se è possibile, ctrc.AOX 



4-FE X CF=DE X CE , cd FEXBD-fDF X BD=DE X BD , 
sarà perciò il volume del solido generalo dal triangolo ABC 
:= f «'AC(DEXAF-f-DEXCE-j-DExBD) , ossia f *DE X AG 
(AF+CD+BU). Ma i triangoli ABG ed ACG , avendo per 
espressione 5 AGXDF , ed iAGXFE, sarà tulio il triangolo 
ABC=ì AGXDE + 5 AGXFE= | ÀGXDE , e perciò sarà DE 
XAG=:2ABC. Quindi sosiituendo questo valore nell’espressione 
del volume , essa diventa =* «r 2 ABC(AF+CF-f BD>= f ABCX 
£»rAF -|- t ABC'X 2«'CE+ j ABCX 2 *BD , ossia eguale a tre pi- 
ramidi che hanno per basi il triangolo ABC e per altezze 
2*AF , Sft-CF, 2*BD. Ma 2*AD, 2*CE, 2*60, sono le circon- 
ferenze descritte divertici A, B, C, del triangolo ABC, dun- 
que è vero che ec. 

Corollario 1. Se la retta DE (Fig. B tav. 8.), passa pel 
■vert.ee dell angolo B, in tal caso sarà BDrro, e perciò l’espres- 
sione trovala si riduce ed { AB(2«'AF-f-2*CE) Ora se dal 
punto 1, medio di AC , si abbassi 1K perpendicolare sopra BE 
e si tirino 10, CP, parallele a BE-, i triangoli AIO, ICP saranno 
uguali , e daranno A0=1P , ossia AF— IK=IK— CE , ovvero 
AF+CE= 21 K , e quindi 2*AF+2«GE=4*IK. Onde sostituen- 
do questo valore nell’espressione del volume generalo dal trian- 
golo ABC, si avrà f ABC+4*1K= f ABCX2*IK, quindi essendo 
2*1K la circonferenza che tiene per raggio IK, ne segue che il 
solido descritto dalia rotazione del triangolo ABC ha per mi- 
sura r aia del triangolo , moltiplicata per i due terzi della 
circonferenza che descrive il punto 1 , medio della base. 

Corollario li. Se la retta DE si confonde con BC (Fig. 204) 
sant BD=o, e CE~o, e perciò il volume del solido generato dal 
triangolo ABC, girando intorno al Iato BC, avrà per espressione 
BC X AD 

f ABCX2«rAD= f X X2«'AD= f BCx*AD> , ed es- 

2 

sondo BCX*AD’ il volume del cilindro generato dal rettangolo 
ABEF, perciò il solido descritto dalla rotazione del triangolo 
ABC è i due terzi del cilindro descritto dalla rivoluzione del ret- 
tangolo ABEF della medesima base e della medesima altezza. 

Corollario IH. Dai vertici A, B, G (Fig. C tav. 8 ) si ti- 
rino u’punii medi de’ lati opposti le rette AM, Bl, GL, le qua- 
li s intersecheranno nel medesimo punto 0. Si congiunga IM, 
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5 SA la superfìcie d’un cono, che avesse por vortice il punto S 
e per base il cerchio descritto col raggio OB maggiore di AO 
Circoscrivasi al cerchio minore un poligono regolare MNPT 
i cui lati non incontrino la circonferenza che ha per raggio 
OB-, e sia SMNPT la piramide regolare, che avrebbe per base 
il poligono e per vertice il punto S. Il triangolo SMN , uno 
di quelli che compongono la superficie convessa della pirami- 
de , ha per misura la sua base MN moltiplicala per la metà 
dell’altezza SA, che è nel tempo stesso il lato del cono dato; 
quest’altezza essendo uguale in lutti gli altri triangoli S!NP , 
SPQ, ec. , ne segue che la superficie convessa della piramide 
è uguale al contorno MNPTM moltiplicalo per £ SA. Ma il 
contorno MNPTM è maggiore di circ . AO ; dunque la super- 
ficie convessa della piramide è maggiore di có c.AOX 3 SA, e 
per conseguenza maggiore della superficie convessa del cono 



e si abbassino da’ punti 0 ed I le perpendicolari 0 /, IK , so- 
pra DE. Finalmente si tirino pe’ punti A , I e B le rette 
«1 e B p parallele alla DE. Ciò fatto, essendo CM metà di BC 
e Cl metà di CA, sarà CM: CB : : CI : CA, e perciò sarà 1M 
parallela ad AB , e starà CM : CB : : 1M : AB, ma CM= |CB: 
dunque 1 M= | AB. Di più i triangoli simili ABO , IMO, ci 
danno AB : IM : : IO : BO , ma AB=2IM , dunque BO=2IO. 
Ma per i triangoli simili BOp , Oln sta BO : IO : : Op : 0 n, 
dunque essendo BO=2IO , sarà pure 0p=20n, ossia 0/ — BD 
AF-j-CE (cor. 1. di questo leor.), dunque sarà 30/= AF+CE-f- 
BD , e quindi sarà G«-0=2«rAF-|-2«'CE-{-2«'BD. Finalmente 
avendo trovalo che il volume del solido genera lordai triangolo 
ABC girando intorno a DE tiene per espressione f ABC(2*AF 
-|-2*CE-f-2*BD), Sostituendo in luogo di 2«AF-t-2*CE-f-2*BD 
il suo valore 0 * 0 / ; si avrà 7 ABCX 6*0/=ABCX 27tO/; ma 
2 * 0 / è la circonferenza descritta dal punto 0 ; dunque se il trian- 
golo ABC fa una intera rotazione intorno della retta DE esi- 
stente nel piano del triangolo ABC e situala comunque fuori 
di esso, sarà il solido che genera equivalente al prisma trian- 
golare , che tiene per base il triangolo ABC, e per altezza la 
circonferenza descritta dal punto O, comune intersezione delle 
rette AM , Bl , CL , tirate da vertici degli angoli A , B , C , 
ai punti midi de’ lati opposti. 

Batta avere una semplice tintura di meccanica per ravvisare es- 
sere quest’ ultimo corollario un caso particolare del teorema Centro 
liarico del Padre Goldin. 
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«•ho col medesimo vertice S avesse per base il cerchio de- 
scritto col raggio OB. Ora, al contrario, la superficie convessa 
del cono è maggiore di quella della piramide ; perchè , se si 
addossi base a base , cioè , la piramide ad una piramide u- 
guale, il cono ad un cono uguale , la superficie dei due coni 
circonderà da tulle le parti la superficie delle due piramidi : 
dunque la prima superficiè sarà maggiore della seconda (l) ; 
dunque la superficie del cono è maggiore di quella della pi- 
ramide , che v’ è contenuta. Il contrario sarebbe una conse- 
guenza della nostra supposizione; dunque questa supposizione 
non può aver luogo : dunque 1 ° la circonferenza della base 
d’un cono dato moltiplicata per la metà del suo lato non può 
misurare la superficie d’ un cono maggiore. 

Dico 2.° che lo stesso prodotto non può misurare la su- 
perficie d’ un cono minore. Poiché sia BÒ il raggio della ba- 
se del cono dato, e sia, se è possibile, circ- BOX »SB la su- 
perficie del cono di cui S è il vertice, ed AO, malore di OB, 
il raggio della base. 

Avendo falla la medesima costruzione di sopra, la su- 
perficie della piramide SMNPT sarà sempre uguale al contor- 
no MNPT moltiplicato per | SA. Ora il contorno MNPT è 
minore di ciré. BO ; SA è ni nore di SB ; dunque, per questa 
doppia ragione , la superficie convessa della piramide è mi- 
nore di circ BO X |SB, che, per supposizione, è la superfi- 
cie del cono di cui AO è il raggio della base; dunque la su- 
perficie della piramide sarebbe minore di quella del cono in- 
scritto. Ora , al contrario , è maggiore ; poiché addossando 
base con base , la piramide a una piramide uguale , il cono 
ad un cono uguale , la superficie delle due piramidi circon- 
derà quelle dei due coni , e per conseguenza sarà maggiore. 
Dunque 2.° è impossibile che la circonferenza della base d’ un 
cono dato moltiplicala per la metà del suo lato misuri la su- 
perficie d’un cono minore. 

Dunque finalmente la superficie convessa d’ un cono è u- 
guale alla circonferenza della sua base moltiplicata per la metà 
del sno lato. 

Scolio.. Sia L il lato d’un cono , R il raggio della sua 
base ; la circonferenza di questa baso sarà 2«R, e la super- 
ficie del cono avrà per misura 2«'RXl L > ovvero wRI.. 



(1) Lem. 2. 
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PROPOSIZIONE Vili. 

T K O B E M A. 

' • 

La superficie convessa dei tronco di cono ADEB (Fig.2Gl) 
è uguale al suo lato AD moltiplicalo per la semisomma delle 
circonferenze delle sue due basi AB , DE. 

Nel piano SAB che passa per I’ asse SO , conducasi per- 
pendicolarmente ad SA la linea retta AF, uguale alla circon- 
ferenza che ha per raggio AO; congiungansi SF, e si tiri DH 
parallela ad AF. 

A cagione dei triangoli simili SAO , SDC si avrà AO ; 
DC : : SA : SD ; ed a cagione dei triangoli simili SAF , SDII 
s’ avrà AF : DH : : SA : SD ; dunque AF : DH : : AO : 
DC , ovvero : : còc.OA : circ.DC (l). Ma, per costruzione, 
AF=ctrc.AO ; dunque DH=c/rc.DC. Ciò posto , il triangolo 
SAF , ohe ha per misura AFX ISA, è uguale alla superlicie 
del cono SAB, che ha per misura còc.ÓAX {SA. Per una 
simile ragione , il triangolo SDH è uguale alla superfìcie del 
cono SDE. Dunque la superficie del tronco ADEB è ugnale a 
quella del trapezio ADHE. Quest’ ultima ha per misura (2) 
/ AF+DH \ 

ADX ( ) ; dunque la superficie del tronco di cono 

\ . 2 J 

ADEB è uguale al suo lato AD moltiplicato per la semisomma 
delle circonferenze delle sue due basi. 

Corollario. Pel punto I , medio di AD , conducansi IKL. 
parallela ad AB , ed IM parallela ad AF; si dimostrerà, come 
qui sopra, che IM=ctrc.lK. Ma il trapezio ADHF=ADXIM 
=ADXctrc. 1K. Dunque si può ancora dire che la superficie 
(T un tronco di cono é uguale al suo lato moltiplicato per la cir- 
conferenza d’uno sezione fatta ad ugual distanza dalle due basi. 

Scolio. Se una linea AD situata tutta intera da una me- 
desima parte delia linea OC e nello stesso piano , fa una ri- 
voluzione intorno ad OC , la superficie descritta da AD avrà 
/ ctrjC.AO-j-circ.DC 

per misura ADX| — — * 

\ 2 

essendo le linee AO , DC , IK delle perpendicolari abbassate 
dalla estremità, e dalla metà della linea AD sopra l’asse OC. 

Poiché se si prolungano AD ed OC fino al loro incontro 



ovvero ADXctrc.lK, 



m a , u. — (2) 7 , 3. 

Geom. Sol. 7 
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scambievole in S, è chiaro che la superficie descritta da AI) 
è quella d’ un cono troncato di cui AG e DC sono i raggi 
delie basi, avendo il cono intero per vertice il punto S. Dun- 
que questa superficie avrà la misura summenzipnata. 

Questa misura avrebbe sempre luogo quand’anche il pun- 
to D cadesse in S , il che darebbe un cono intero*, ed anche 
quando la linea AD fosse parallela all’asse, il che darebbe un 
cilindro. Nel primo caso DC sarebbe nullo , nel secondo DC 
sarebbe uguale ad AO e ad 1K. 

PROPOSIZIONE IX. 

ti B M M A. 

Sierto AB , BC , CD (Fig. 262 ) più lati successici d' un 
poligono regolare , 0 il sito centro , ed 01 il raggio del cerchio 
inscritto *, se si suppone che la porzione di poligono ABCD, si- 
tuala tutta intera da una medesima patte del diametro FG , 
faccia una rivoluzione intorno a questo diamelro y la superfi- 
cie descritta da ABCD ari a per misura MQXctVc.OI , essen- 
do MQ I’ altezza di questa superficie , o la parte dell’ asse 
compresa fra le perpendicolari estreme AM , DQ. 

Essendo il punto l alla metà di AB , ed essendo 1K una 
perpendicolare all’ asse abbassata dal punto 1 , la superficie 
descritta da AB avrà per misura ABXctVc. IK (1). Conducasi 
AX parallela all’asse , i triangoli ABX , OIK avranno i lati 
rispettivamente perpendicolari , cioè, 01 ad AB, IK ad AX , 
ed OK a BX *, dunque questi triangoli sono simili , e danno 
la proporzione AB : AX o MN : : 01 : IK , ossia : : ctr: 
01 : cir.lK *, dunque ÀBXcirc.lK=MNXc»Vc.0l. Dal che si 
vede che la superficie descritta da AB è uguale alla sua al- 
tezza MN moltiplicala p -r la circonferenza del cerchio inscrit- 
to. Parimente la superficie descritta da BC , c=NI > Xcóc.OJ , 
la superficie descritta da CD , =PQXci>c.01. Dunque la su- 
perficie descritta dalla porzione di poligono ABCD ha per mi- 
sura (MN-}-NP-l-l ) Q)Xc*rc. 01 , ossia MQXc*rc. 01 : dunque 
essa è uguale alla sua altezza moltiplicata per la circonferen- 
za del cerchio inscritto, (f) 



(t) 8. 

(f) Da questa verità se, ne deduce questo bel teorema , 
che , per quanto mi sappia , è totalmente nuovo. 

Se un poligono regolare di un numero dispari di lati fa 
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, Corollario . Se i! poligono intoro è d’ ufi nnmoro pari ili 
lati, e se l’asse FG passa por due vortici opposti F c G, la 
superficie intera descritta dalla rivoluzione del mezzo poligono 
FACG sarà uguale al suo asse FG moltiplicato per la circon- 
ferenza del cerchio iscritto. Quest’ asse FG sarà nel tempo 
stesso il diametro del cerchio circoscritto. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

La superfìcie della sfera è uguale al suo d ametro molti- 
plicato per la circonferenza d' un cerchio massimo. 

Dico I.° che il diametro d’una sfera moltiplicato per la 
circonferenza dtl suo cerchio massimo non può misurare la sii 
perfine d' una sfera maggiore Poiché sia, se è possibile, AfiX 
circ. AC (Fig.2t>3) la superficie della sfera che h i per raggio CD. 

Al cerchio che ha per raggio CA, circoscrivasi un poli- 
gono regolare d’ un numero paia di lati , che non incontrino 
la circoli fere n za di cui CD è il raggio - , sieno M e S due ver- 
tici opposti di questo poligono-, ed intorno al diametro SM si 



una rivoluzione intorno ad un suo asse , sarà la superficie 
del solido che genera equivalente al cerchio che tiene per rag- 
gio il medesimo asse (Fig D. tav. 8.) 

Sia ABCDE un poligono regolare di un numero dispari di 
lati , si tiri F asse DF , e si prolunghi in H , sino all’ incon- 
tro della circonft renza. Ciò fatto , per la natura del cerchio 
ABCDE , circoscritto al poligono, sarà AF media proporzit - 
naie tra DF ed FH , c perciò starà DF : AF : : AF: FH e quin- 
di sarà | DF : | AF : : ctVc.AF : cu .FH , e sarà perciò £ DF. or. 
m=jAF. cir. AF; ma 3 AF. cir. AF esprime l’ aia del cerchio 
generalo da AF, dunque sarà cerchio AF= 3 DFX cir. FH. Citi 
posto essendo la superficie generata dal mezzo poligono DE AF 
eguale al prodotto della circonferenza in esso ioscrilla e di DF 
sarà perciò s«p.AEDCB=DF cir. OF, ed addizionando queste due 
eguaglianze verrà, sirp.AEDCB+eer AF, ossia superficie intera 
ABCDE=DF. ctr.OF-fs DF eir.FH=| DF (-2 ctr.OF-f cir FH)= 
I DF [ cir . ( 20F+FH )} =£DF.< ir.DF, poiché 20F+FH=DF; 
ma ii prodotto 3 DF. ew.DF esprime l’aia del cerchio che tiene 
per raggio DF , dunque la superficie del solido generato dal 
poligono ABFDE sarà equivalente al cerchio che tiene per rag- 
gio I’ asse DF dello stesso poligono. 
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faccia girare il senti poligono MPS. La snp rficie descritta di 
questo poligono avrà per misura MSXcù'c. AG (1); ma MS è 
maggiore di AB ; dunque la superficie descritta dal poligono 
è maggiore di ABXc*rc.AC, e per conseguenza maggiore della 
superficie della sfera di cui il raggio è CD. Ora , al contra- 
rio , la superficie della sfera é maggiore della superficie de- 
scritta dal poligono , poiché la prima circonda la seconda da 
tutte le parti. Dunque ì.° il diametro d’ una sfera moltiplica- 
io per la circonferenza del suo cerchio massimo non può mi- 
surare la superficie d’ una sfera maggiore. 

Dico 2° che questo stesso prodotto non può misurare la 
superficie d'una sfera minore. Poiché sia, se è possibile, DEx 
cùc.CD la superficie della sfera che ha per raggio CA. Si fa- 
rà la medesima costruzione come nel primo caso, e la super- 
ficie del solido generalo dal poligono sarà sempre uguale ad 
MSXciec. AC. Ma MS è minore di DE, e circ. AC è minore 
di circ. CD : dunque per queste due ragioni la superficie del 
solido descritto dal poligono sarebbe minore di DEX eòe. CD, 
e per conseguenza minore della superficie della sfera il cui 
raggio è AC. Ora , al contrario , la superficie descritta dal 
poligono è maggiore della superficie della sfera che ha per 
raggio AC , poiché la prima superficie circonda la seconda -, 
dunque 2.° il diametro d’una sfera moltiplicato per la circon- 
ferenza del suo cerchio massimo non può misurare la super- 
ficie d’ una sfera minore. 

Dunque la superficie della sfera è uguale al suo diametro 
moltiplicato per la circonferenza del suo cerchio massimo. 

Corollario. La superficie del cerchio massimo si misura 
moltiplicando la sua circonferenza per la metà del raggio , o 
pel quarto del d'ametro ; dunque la superficie della sfera è 
quadrupla di quella d’ un cerchio massimo. 

Scolio. Essendo così misurata la superficie della sfera, e 
paragonata alle superficie piane, sarà facile di avere il valore 
assoluto dei fusi e triangoli sferici di cui si è determinato di 
sopra il rapporto colf intera superficie della sfera. 

Primieramente il fuso il cui angolo è A, sta alla super- 
ficie della sfera come l'angolo A sta a quattro angoli retti (2), 
ovvero come l’arco di cerchio massimo chi? misura l’angolo 
A sta alla circonferenza di questo medesimo cerchio massimo. 
Ma la superficie della sfera è eguale a questa circonferenza - 
moltiplicata pel diametro; dunque la superficie del fuso è ii- 
guale all’arco che misura l’angolo di questo fuso moltiplicato 
pel diametro. 



(1) 9. — (2) 20 , 7. 
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In secondo luogo ogni (riangolo sferico è equivalente ad 
un fuso il cui angolo è uguale alla metà dell’ eccesso della 
somma dei suoi tre angoli sopra due angoli redi (1). Sieno 
dunque P , Q , Il , gli archi di cerchio massimo, che misu- 
rano i ire angoli del triangolo -, sia C la circonferenza d’ un 
cerchio massimo, e D il suo diametro: il triangolo sferico sarà 

IH-Q+R-àC 

equivalente al fuso il cui angolo ha per misura 

2 

/ P-J-Q-j-R 3 C 

c per conseguenza la superficie sarà DXi 

\ 2 

Quindi, nel caso del triangolo trireliangolo, ciascuno de- 
gli archi P , Q, R , è uguale ad *C, la loro somma è JC, 
l’eccesso di questa somma sopra |C è jC, e la metà di que- 
si’cccesso ==! C-, dunque la superficie del triangolo trireltango- 
lo = | CXD, che l’ottava parte della superficie totale della sfera. 

La misura dei poligoni sferici si deduce immediatamente da 
quella dei triàngoli ; d’altronde essa è interamente determinata 
dalla proposizione XXIV del lib. VII , poiché !’ unità di misura, 
che il triangolo lrireilango!o,sièora valutala iu superficie piauu. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

La superficie di una zona sferica qualunque è uguale al- 
l’ altezza di questa zona moltiplicata per la circonferenza di 
un cerchio massimo. 

Sia EF (Fig. 269) un arco qualunque minore o maggiore 
del quarto dì circonferenza, e sia abbassala FG perpendicolare 
sul raggio EC : dico che la zona ad una base, descritta dal- 
la rivoluzione dell’arco EF intorno ad EC , avrà per misura 
EG Xcirc. EC. 

Poiché supponiamo primieramente che questa zona abbia 
una misura minore, e sia, s’è possibile, questa misura=EGX 
ci'rc.CA. Inscrivasi nell’arco EF una porzione di poligono re- 
golare EMNOPF i cui lati non tocchino la cii conferenza de- 
scritta col raggio CA, e si abbassi CI perpendicolare sopra ESR 
la superficie descritta dal poligono EMF , girando intorno ad 
EC, avrà por misura EC Xcirc. CI (2). Questa quantità è mag- 
giore di EG Xcirc. AC, die p r ipotesi é la misura della zona 



(I) 25 , 7. — (?'> •>. 
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descritta dall'atro EF. Dunque la superficie descrìtta dal poli- 
pi ito EMNOPF sarebbe maggiore delia superficie descritta dal- 
l’arco circoscritto EF ; ora al contrario, quest’ ultima super- 
ficie è maggiore della prima, poiché la inviluppa da tulle le 
parli, dunque l.° la misura di qualunque zona sferica ad una 
sola base non può esser minore dell’ altezza di questa zona 
moltiplicala per la circonferenza d’ un cerchio massimo. 

Dico in secondo luogo che la misura della medesima zona 
non può essere maggiore dell’altezza di questa zona moltipli- 
cata per la circonferenza d’ un cerchio massimo. Poiché sup- 
poniamo che si tratti d’ una zona descritta dall’ arco AB in- 
torno ad AC, e sia, s’è possib le, zona AB>ADX ,; 'Vc.AC. La 
superficie intera della sfera, composta dalle due zone AB. Blf, 
ha per misura AHXcirc.AC (I) , ovvero A D X ciré. AC+DH X 
ciré. AC, se dunque si ha zona ALT>A I) X ciré. AC , è d’ uopo 
« Ite si abbia zona BH<l)HXctVc. AC. \ ciò eh’ è contrario alla 
prima p rie di già dimostrata. Dunque 2.° la misura d’ una 
zona sferica ad una sola base non può esser maggiore dell’al- 
tezza di questa zona moltiplicala per la circonferenza d’ un 
cerchio massimo. 

Dunque finalmente qualunque zona ad unq sola base ha 
per misura rattezza di questa zona moltiplicata per la cir- 
conferenza d’ un cerchio massimo. 

Consideriamo adesso una zona qualunque a due basi de- 
scritta dalla rivoluzione dell’ arco FH ( Fig. 220 ) intorno al 
diami irò DE, e sieno abbassate le perpendicolari FO, HQ su 
que.to diametro. La zona descritta dall’arco HF è la diffe- 
renza delle due zone descritte dagli archi DII e DF , queste 
hanno per misura DQX ciré CD, e BOX ciré. CD •, dunque la 
zona descritta da FH ha per misura (DQ — DO) XctVc.CD, os- 
sia OQXctrc.CD. 

Dunque ogni zona sferica ad una o a due basi ha per 
misura l’altezza di questa zona moltiplicala per la circonfe- 
renza d’ un cerchio massimo, (a) 



( 1 ) 10 . 

(a) + Dunque per avere la superficie di una zona sferica 
è necessario conoscere la sua altezza ed il diametro della sfe- 
ra a cui la zona appartiene. Ma ordinariamente in una zona 
sotto dati i raggi delle basi e I’ altezza , ed in tal caso per 
calcolare la superficie della zona si dovrebbe trovar prima il 
diametro della sfera : quindi ad oggetto di facilitare un tal 
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Corollario. Due zone prese in una medesima sfera o in 
sfere eguali, sono tra loro come le loro altezze, ed una zona 
qualunque sta alla superficie della sfera come l’altezza di que- 
sta zona sta al diametro. 



calcolo esporremo il seguente teorema , per mezzo del quale 
si può trovare la superficie della zona in funzione de’ raggi 
delle basi e della sua altezza. 

T E 0 B E M A. 

La superficie della zona sferica HFGl ( Fig. 220 ) equi- 
vale a quella del cerchio dee ha per raggio la media propor- 
zionale tra HG e Gl. 

In fatti , essendo la superficie della zona eguale al pro- 
dotto dalla circonferenza di un cerchio massimo , moltiplica- 
la per 1’ altezza OQ , ovvero GL, essendo la circonferenza del 
cerchio massimo rappresentata da 'n'DE, sarà perciò la super- 
ficie della zona espressa da «’DEXGL \ ma nel triangolo GHI 
il prodotto di GllXGi=DEXGL (1) , perciò sostituendo si 
avrà «'GI1XG1 per la superficie della zona. In fine chiaman- 
do P la media proporzionale tra GII e Gl, sarà GI1XGI=P*, 
e quindi la superficie della zona sarà espressa da «rP* ; ma 
questa è I’ espressione dell’ aia del cerchio che ha per raggio 
P , dunque è vero che ecc. 

Scolio. Indicando HQ con 71, FO con r, e l’altezza GL con o, 
sarà IlL=HQ-fQL=HQ-fOG==/?-|-r , e sarà LI=QI— QL= 
Q\—OC,= R—r , ed essendo HG’=HL J -fGL» , e GI’=Ll* 
-j-GL’, sarà perciò HG’^R-f-r^-f-a 1 , e GP=(R — r)’4-a% 
Moltiplicando queste due eguaglianze in corrispondenza, si avrà 
IlG’XGl^KR+rJ'-t-a 3 ] [(R— r^-f-a 1 ], ed estraendo le ra- 
dici quadrate, sarà GHXGI=V[(D+r)’+a’] [(R— O’+a*} 
Sostituendo questo valore nell’espressione «’GltXGI, si avrà 

*V[(R+0’-H’] [“-0 ’-f-o 3 ], che sarà la superficie della zo- 
na a due basi. 

Se la zona è ad una base sarà r=o, e la forinola si ri- 
duce a ■ffVCK’+a 1 ) (R , +u 3 )=«'(R’-f (i 3 ). 

(0 sa, -• 
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PROPOSIZIONE XII. 



TEOREMA. 

Se il triangolo B\C, ed il rettangolo BCF.F (Fig. 264, e 
265) della medesima base, e della medesima altezza girino si- 
multaneamente intorno alla base comune BC, tl solido descritto 
dalla rivoluzione del triangolo sarà il le' zo del cilindro de- 
scritto dalla rivoluzione del rettangolo (f). 

Si abbassi sull’asse la perpendicolare AD (Fig. 264) : il 
cono descritto dal triangolo ABD è il terzo del cilindro descritto 
dal rettangolo AFBD(1) •, parimente il cono descritto dal trian- 
golo ADC è il terzo del cilindro descritto dal rettangolo ADCE \ 
dunque la somma dei due coni, o il solido descritto da ABC, 
« il terzo della somma dei due cilindri o del cilindro descrii* 
lo dal rettangolo BCEF. 

Se la perpendicolare AD (Fig. 265) rade al di fuori del 
triangolo, allora il solido descritto da ABC sarà la differenza 
dei coni descritti da ABD ed ACD: ma nel tempo stesso il ci- 
lindro descritto da BCEF sarà la differenza dei cilindri de- 
scritti da AFRI) , AECD $ dunque il solido descritto dalla ri- 
voluzione del triangolo sarà sempre il terzo del cilindro de- 
scritto dalla rivoluzione del rettangolo della medesima base e 
della medesima altezza. 

Scolio. Il cerchio di cui AD è il raggio ha per supcrll- 

3 —3 

eie «"XAD ^ dunque *X ADxBC è la misura del ciliudro de- 

- 1 

scritto da BCEF, edr*'XADxBC è quella del solido descritto 
dal triangolo ABC. 

PROPOSIZIONE XIII. 

PROBLEMA. 

Supponendo che il triangolo CAB (Fig. 266) faccia una 
rivoluzione intorno alla linea CI) condotta ad urbilrio fuor 
dii triangolo dal suo vertice C, trovare la misura del solido 
cosi generato 



("^) Questo teorema e il corollario 11. 0 del teorema posto 
alla nota della pagina 1*2. 

(I) 5. 
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Prolungasi il lato AB finché incontri l’asse CD in D ; dai 
punti A e B si abbassino sull’asse le perpendicolari AM, BN. 
Il solido descritto dal triangolo CAD ha per misura (1) 

t^XAMXCD; il solido descritto dal triangolo CBD ha per mi- 

a 

surafirXBNxCD, dunque la differenza di questi solidi, ossia 

il solido descritto da ABC avrà per misura ?*-(AB — BN)XCD. 

Si può dare un’altra forma a quest’espressione. Dal pun- 
to I, medio di AB, conducasi IK perpendicolare a CD , e pel 
punto B si tiri BO parallela a CD; si avrà AM4-BN=2IK(2), 
ed AM— BN=AO ; dunque ( AM+BN ) X ( AM— -BN ) o 

a - a 

AM — BN=2IKXAO (3). La misura del solido di cui si trat- 
ta è dunque espressa ancora da f* XIKXAOXCD. Ma se si 
abbassa CP perpendicolare sopra AB , i triangoli ABO , DCP 
saranno simili , e daranno la proporzione AG : CP : : AB : 
CD , donde risulta A0XCD=CI>XAB ; d’altronde CPXAB è 
il doppio dell’ aia del triangolo ABC , quindi si ha AOXCD 
— 2ABC : dunque il solido descritto del triangolo ABC tiene 
ancora per misura $«XABCXIK, o, il che è ‘lo stesso, ABC 
X t ciré. IK ; ( poiché ciré. IK=2«IK ). Dunque il solido 
descritto dalla riroluzione del triangolo ABC , ha per misura 
l oia di questo triangolo moltiplicata per t due terzi della cir- 
conferenza che descrive il punto I medio della sua base (f). 

Corollario. Se il lato AC=CB (Fig. 267), la linea Cl sa- 
rà perpendicolare ad AB , l’aia ABC sarà uguale ad AB X 
5 CI, e la solidità f«XABCXIK diventerà ? «XABXIKXCI. 
Ma i triangoli ABO , CIK sono simili , e danno la proporzio- 
ne AB : BO o MN : : Cl : IK ; dunque ABXIK=sMNXCI ; 
dunque il si lido descritto dal triangolo isoscele ABC avrà per 
% 

misura f « XMN’XCI. 

Scolio. La soluzione generale sembra supporre che la li- 
nea AB prolungala incontri l’asse; ina i risultamene non sa- 
rebbero meno veri quando la linea AB fosse parallela all’asse. 
Infatti il cilindro descritto da AMNB (Fig. 268) ha per 

— a a 

misura «AM . MN, il cono descritto da ACM=r|« . AM.CM, 



(f) Vedete il corollario 1.® del teorema 
J. Ila pagina 92. 

(1) 12. - (2) 7, 3. - (3) IO, 3. 



posto nella nota 
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ed il cono descritto da BCN= | «■ AM . CN. Addizionando i 
due primi solidi, e togliendone il terzo, s’avrà pel solido de- 
scritto da ABC, «’.AM. ( MN-J- -J CM — |CN); e poiché CN— - 

a 

CM=MN, questa espressione si riduce a «r. AM . 1 MN , ovve- 

a 

ro | «'.cP.MNjla quale si accorda coi risultamenti di già trovati. 
PROPOSIZIONE XIV. 

T E 0 B E M A. 

Sic no AB, BC, CD ( Fig. 262 ) più lati successivi d' un 
polìgono regolar e, 0 il suo centro, ed 01 il raggio del cerchio 
iscritto , se s* immagini che il settore poligonale AOD, situato 
da una stessa parte del diametro FG, faccia una rivoluzione in- 
torno a questo diametrali solido descritto avrà per misura f-rX 
» 

OI . MQ , essendo MQ la porzione dell’ asse terminata dalle 
perpendicolari estreme AM , DQ. 

Infatti , poiché il poligono è regolare , lutti i triangoli 
AOB, BQC, ec. sono uguali ed isosceli. Ora , secondo il co- 
rollario delta proposizione precedente , il solido prodotto dal 

* 

triangolo isoscele AOB ha per misura f * . 01 . MN; il so- 

a 

lido descritto dal triangolo BOC ha per misura f « . 01 . NP ; 
«•d il solido descritto dal triangolo COI) ha per misurai *X 

* 

OI . PQ. Dunque la somma di questi solidi, o il solido intero 
descritto dal settore poligonale AOD, avrà per misura f vX 

Ot . (MN-f-NP-J-PQ) ovvero f * . 01 . MA. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Ogni settore sferico ha per misura la zona che gli serve 
di Im e moltiplicata pel terzo del raggio-, e la sfera intera ha 
per misura la sua superficie moltiplicata pel terzo del raggio. 

Sia ABC ( Fig. 269 ) il settore circolare che, colla sua 
rivoluzione intorno ad AC, descrive il settore sferico; la zona 
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descritta da AB essendo AbXcòe.AC, o 2*rACXAD (i); dico 
••he il settore sferico avrà per misura questa stona moltiplicata 

a * 

per j AC , o sia f * AC . AD. 

infatti i.° supponiamo, s’è possibile, cbe questa quan- 

a 

tilà y ir . AC . AD sia la misura d’un settore sferico maggio- 
re , per esempio del settore sferico descritto dal settore cir- 
colare ECF simile ad ACB. 

Iscrivasi nell’ arco EF la porzione di poligono regolare 
EM.NF , i cui lati non incontrino l’arco AB; si supponga 
quindi che il settore poligonale ENFC giri intorno ad EC nel 
medesimo tempo che il settore circolare ECF. Sia CI il raggio 
del cerchio iscritto nel poligono , e sia abbassala FG perpen- 
dicolare sopra EC. 11 solido descritto dal settore poligonale 

— * 

avrà per misura f * . Cl . EG (2) : ora CI è maggiore di 
AG, per costruzione, ed EG è maggiore di AD : poiché, tirando 
AB , EF , i triangoli EFG , ABD, che sono simili , danno la 
proporzione EG : AD : : FG : BD : ; CF : CB; dunque EG^AD, 

a. 

Per questa doppia ragione f * . CI . EG è maggiore di 

a 

| * . C.y . AD : la prima espressione è la misura del solido 
descritto dal settore poligonale, la seconda è per supposi/ione 
quella del settore sferico descritto dal settore circolare ECF: 
dunque il solido descritto dal settore poligonale sarebbe mag- 
giore del settore sferico descritto dal settore circolare. Ora, al 
contrario , è evidente che il solido di cui si tratta è minore 
d< I settore sferico , poiché v’è contenuto: dunque la suppo- 
sizione dalla quale siamo parliti non può sussistere ; dunque 
1 la zona o base d’ uu settore sferico moltiplicata pel terzo 
del raggio non può misurare un settore sferico maggiore. 

Dico 2.° che il medesimo prodotto non può misurare un 
settore sferico minore. Poiché, sia GEF il settore circolare che 
colla sua rivoluzione genera il settore sferico dato , e suppo- 
niamo, s’è possibile , che f * . CE . EG sia la misura d un 
sultore sferico minore, per esempio di quello generato dal set- 
tore circolare ACB. 

Restando la stessa costruzione precedente , il solido de- 

2 

scritto dal settore poligonale avrà sempre per misura 1 ir CI x 
t.(; ; ma Cl è minore di CE ; dunque il solido è minore di 



(1) li. - (2) li. 
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f «* . CE . EG, che, per supposizione , è la misura del settore 
sferico descritto dal settore circolare ACB. Dunque il solido 
descritto dal settore poligonale sarebbe minore del settore sfe- 
rico descritto da ACB. Ora , al contrario , il solido di cui si 
tratta è maggiore del settore sferico , poiché questo è con- 
tenuto in quello. Dunque 2° è impossibile che la zona d’ un 
settore sferico moltiplicata pel terzo del raggio sia la misura 
d’ un settore sferico minore. 

Dunque ogni settore sferico ha per misura la zona che 
gli serve di base moltiplicata pel terzo del raggio. 

Un settore circolare ACB può aumentare fino a divenire 
uguale al semicerchio*, allora il settore sferico descritto dalla 
sua rivoluzione è la sfera intera. Dunque la solidità della sfera è 
uguale alla sua superficie moltiplicata pel terzo del suo roggio. 

Corollario. Stando le superficie delle sfere come i qua- 
drati dei loro raggi , queste superfìcie moltiplicate pe’ paggi 
stanno come i cubi dei raggi medesimi- Dunque la solidità di 
due sfere stanno come i cubi dei loro raggi , o come i cubi 
dei loro diametri. 

Scolio. Sia R il raggio (f una sfera; la sua superficie sa- 
rà 4«R’ , e la sua solidità 4*R’X t B , o|*B 3 . Se si chia- 
mi D il diametro, avremo R = 3 I), cd R* = § D’ ; dunque 
la stessa solidità esprimesi ancora con J*XjD J , ossia à *D , , 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

La superfìcie della sfera sta alla superficie totale del cilin- 
dro circoscritto ^comprendendovi le sue busi ) come 2 sta a 3. Le 
solidità di questi due corpi stanno tra loro net medesimo rap- 
porto. 

Sia MPNQ ( Fig. 270 ) il cerchio massimo della sfera , 
ABCD il quadralo circoscritto : se si fanno girare insieme il 
semicerchio P.MQ , ed il semiquadrato PADQ intorno al dia- 
lo Ito PQ ; il semicerchio descriverà la sfera, ed il semiqua- 
«Irato descriverà il cilindro circoscritto alla stessa sfera. 

L’altezza AD di questo cilindro è uguale al diametro PQ ; 
la bus ■ del cilindro è uguale al cerchio massimo , poiché ha 
p c diametro AB uguale a MN; dunque la superficie convessa 
ilei cilindro (I) è uguale alla circonferenza del cerchio niassi- 

0) -t. 
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mo moltiplicata pel suo diametri. Questa misura è la m^desi- 
ma di quella della superficie della sfera (I); dunque ne segue 
che la superficie della sfera è uguale alla superficie convessa 
del cilindro circoscritto 

Ma la supeificie della sfera è uguale a quattro cerchi mas- 
simi*, dunque la superfìcie convessa del cilindro circoscritto è 
aneli’ essa uguale a quattro cerchi massimi : se vi si aggiun- 
gano le due basi, che equivalgono a due cerchi massimi, la 
superficie totale del cilindro circoscritto sarà uguale a sei cer- 
chi massimi *, dunque la superficie dtlla sfera sta alla superfi- 
cie totale del cilindro circoscritto come 4 sta a 6, o come 2 
sta a 3. Quesl’è il primo punto *he si trattava di dimostrare. 

In secondo lungo , poiché la base del cilindro circoscritto 
è uguale ad un cerchio massimo e la sua altezza al diametro, 
la solidità del cilindro sarà uguale al cerchio massimo molti- 
plicalo pel diametro (2). Ma la solidità della sfera è uguale 
a quattro cerchi massimi moltiplicali pel terzo del raggio (3), 
il che riducesi ad un cerchio massimo moltiplicato per f del 
raggio, o per f del diametro j dunque la sfera sta al cilindro 
circoscritto come 2 sta a 3, e per conseguenza le solidità di 
questi due corpi stanno fra loro come le loro superficie. 

Scolio. Se s’ immagini un poliedro, di cui tutte le facce 
tocchino la sfera, questo poliedro potrà esser considerato co- 
me composto di piramidi, che hanno tutte per vertice il cen- 
tro della sfera, e le cui basi sono le differenti facce del polie- 
dro. Ora è chiaro che tutte quéste piramidi avranno per al- 
tezza comune il raggio della sfera •, talmentechè ogni pirami- 
de sarà uguale alla faccia del poliedro che le serve di base t 
moltiplicata pel terzo del raggio : dunque il poliedro intero 
sarà uguale alla sua superficie moltiplicata pel terzo del rag- 
gio della sfera inscritta. 

Si vede da ciò che le solidità dei poliedri circoscritti a 
una sfera stanno fra loro come le superficie di questi mede- 
simi poliedri. Quindi, la proprietà che abbiamo dimostrala pel 
cilindro circoscritto è comune ad una infinità d’ altri corpi. 

Si sarebbe potuto osservare ugualmente che le superficie 
de’ poligoni circoscritti al cerchio stanno fra loro come i ri- 
spettivi loro contorni. 



<l) «0- - (2) 1. - (3) 15. s . 
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PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

Supponendo che il segmento circolare BMD ( Fig. 271. ) 
faccia una rivoluzione intorno al diametro esterno a questo 
segmento , trovare il valore del solido generato. 

Si abbassino sull’asse le perpendicolari BE, DF-, dal cen- 
tro C conducasi CI perpendicolare sulla corda BD -, e si tiri- 
no i raggi CB , CD. 

A • 

Il solido descritto dal settore BAC= f * . CB . AE (I); 

a 

il solido descritto dal setlotre DCAsrfvr’ . CB . AF 5 dunque 
la differenza di questi due solidi , o il solido descritto dui 

settore DCB=f * . CB* (AF— AE>=f «• . ClT* EF. Ma il so- 
lido descritto dal triangolo isoscele DCB ha per misura f«X 

* 

CI . EF (2) , dunque il solido descritto dal segmento BMD 

— a * 

= f «• . EF . (CB— CI).. Ora nel triangolo rettangolo CB 1 si ha 

_» 

CB— C1=B1= 5 BD $ dunque il solido descritto dal segmento 

* a a 

BMD avrà per misura fie.EF.JBD, ossia J < . BD . EF. 
Scolio, 11 solido descritto dal segmento BMD sta alla sfe- 

* 

ra, che ha per diametro BD, come !*. BD . EF sta a|irX 
1 

BD , ovvero : : EF : BD. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

Ogni segmento di sfera compreso fra due piani paralleli 
ha per misura la semisomma delle sue basi moltiplicata per 
la sua altezza , più la solidità della sfera di cui questa me- 
desima altezza è il diametro. 



(I) 13. - (2) 14. v 
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Sieno BE, DF (Fig. 271) i raggi delle basi del segmen- 
to, EF l’altezza, lalmeniechè il segmento sia prodotto dalla 
rivoluzione dello spazio circolare BMDFE intorno all’asse FE. 

Il solido descritto dal segmento BMD=| v . BD . EF (1) ; 
il tronco di cono descritto dal trapezio BDFE (2) j v . EF X 

a a 

( BE-j-DF-f-BE.DF ) • dunque il segmento di sfera , eh’ è la 

• * 

somma di questi due solidi = | * . EF . (2BE-f2DF-j-2BEX 

a 

DF-f-BD). Ma , tirando BO parallela ad EF , s’avrà DO=DF 
— BE , 1)0=DF — 2DF . BE+Bc, (5) , e per conseguenza BD 
=BO-j-DO~EF-f-DF— ^DFXBE-J-BE. Ponendo questo valore 

— a 

in vece di BD nell’espressione del segmento, e cancellando ciò 
che dislruggesi , s’ avrà per la solidità del segmento 

| ir . EF . (3BE+3DF+EF -, 

espressione, che si decompone in due parli ; l’una EFX 

i _ a / wBE-f-fcDF \ 

(3BE-j-3DFir, ossia EF. ( ■ 1 è la semisomma del- 

le basi moltiplicata per l’ altezza •, l’ altra \ v . EF rappresen- 
ta la sfera, il cui diametro è EF (4). Dunque ogni segmento 
di sfera ec. 

Corollario. Se una delle basi è nulla , il segmento di 
cui si tratta , diviene un segmento sferico ad una sola base: 
dunque ogni segmento sferico ad una base equivale alla metà 
del cilindro della medesima base e della medesima altezza , 
jnù la sfera di cui questa altezza è il diametro. 



(I) 17. - (2) 6. - (3) 9 , 3. — (4) 15. 
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Scolio generale. 
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Sia R il raggio della base di un cilindro , A 1’ altezza ; 
la solidità del cilindro sarà «R*XA , o <R’A. 

Sia R il raggio della base d' un cono, A la sua altezza-, 
la solidità del cono sarà «rR’X J A , o t^R’A. 

Sieno B , e C i raggi delle basi d’ un cono troncato , A 
la sua altezza -, la solidità del tronco di cono sarà ì « , A(B , -{- 
O-t-BC). 

Sia R il raggio d’una sfera; la sua solidità sarà £«rR 5 . 
Sia R il raggio d’un settore sferico, A l’altezza della zo- 
na che gli serve di base ; la solidità del settore sarà f «R’A. 
Sieno P , e Q le due basi d’ un segmento sferico , A la 

/P+Q \ 

sua altezza; la solidità di questo segmento sarà . A 

V 2 J 



+ 1 «• . A s . 

Se il segmento sferico non ha che una sola base P, es- 
sendo F altra nulla, la sua solidità sarà *PA-J-s*A 3 . 



Fine della Geometria solida. 
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Appendice sulla misura delle superficie convesse e su quella 
de’ volumi si de ’ tronchi cilindrici a basi circolari , che dei 
tronchi prismatici che hanho per base i poligoni regola- 
ri (a). 



TEOREMA I. 

» Se un prisma , che ha per base un poligono regola- 
ti re , vien segato da un piano, sarà la somma delle porzio- 
» ni degli spigoli tagliati da questo piano , eguale alla por- 
ri zione dell ’ asse moltiplicata pel numero de ’ lati della base 
• del prisma. 

» Supponiamo in primo luogo che la base del prisma sia 
» un poligono regolare di un numero pari di lati, e sia AQ 
» questo prisma (tav. 13 fig. B) tagliato dal piano abcdef.... 
» Nella base ABCDE ... si congiungano i vertici degli angoli 
v opposti con le rette AD , BE , CF , ec. il cui numero sarà 
» la metà di quello de’ lati del poligono ABCDE .... Indi per 
» queste rette e per l’asse si tirino altrettanti piani, e sieno ad, 
n be, ef , ec. le loro comuni intersezioni col piano abcdef... ; 
» si avranno tanti trapezi Xadù, BòeE, F/cC, ec. quanl’ è la 
» metà del numero de’Iati della base. Ora in ciascuno di questi 
» trapezi i lati paralleli sono le porzioni degli spigoli del pris- 
rt ma, ed i lati non paralleli vengono tutti divisi per metà in 
» 0, ed o. Quindi in ogni trapezio la somma dei lati paralleli 

» sarà il doppio di Oo , e perciò la somma de’ lati paralleli 

» di tutti i trapezi, ossia la somma delle porzioni degli spi- 
» goli è eguale 20o moltiplicata pel numero de’trapezi, ovvero 
» è uguale ad 0 o moltiplicata pel doppio numero de’ trapezi*, 
» ma il doppio numero de’ trapezi è quanto il numero de’ lati 
» della base del prisma, dunque la somma delle porzioni degli 
» spigoli tagliati dal piano abcdef .... è uguale alla porzione del- 
» i’asse Oo moltiplicata pel numero de’lati della base del prisma. 

» Sia in secondo luogo la base del prisma un poligono 

» regolare di un numero dispari di lati, e per fissare le idee 

» sia questo prisma 1HGKML (tav. 13 fig. C) che abbia per 

(a) Avendo stabilito in questa edizione di mettere le note 
dell’Autore alla fine della Trigonometria , abbiam creduto di 
far cosa grata a’ giovani di aggiungere quest’ appendice , che 
ci è stata somministrala dal Sig. Mandoj. L’ Editore. 

8 
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» rione è uguale all' atterza del vertice dell’ asse, moltiplicala 
» pel numero de’ lati della base del tronco. 

TEOREMA 11. 

ss Se un prisma retto , che ha per base un poligono re- 
si gelare, vieti segalo da un piano , sarà la superficie laterale 
» del tronco eguale al contorno della base moltiplicalo per la 
ss porzione dell’ asse che ne tronca terso la base. 

» Sia il prisma retto AQ ( Fig. B) che ha per base un 
ss polìgono regolare taglialo, dal piano ubedef , dico che la su- 
» perfide laterale del tronco Ad , è eguale al contorno della 
ss base ABCDF, moltiplicato per la porzione Oo dell’asse ta- 
» gliatà dal un decimo piano abedef. Infatti la superficie del 
ss trapezio \ab—% (Aa-|->B 6 ) XAB : quella del trapezio B'/rC 
» = 3 (Bò-l-O) x BC ossia £ (Bò+Cc) X AB , per essere BC 
ss = AB •, per la stessa ragione qui Ila del trapezio CczfD = 
ss £ (Cc-f-Dd) XAB, quella del trapezio DdfY— | (Dd-j-F/) X 
» AB, quella del trapezio EefY=l{F.e-\-Vf) . AB, e quel 
» la del trapezio YfaX — 3 (F/-|-Au) . AB , dunque addizio- 
» nando le aie dì questi sei trapezi, verrà l’aia laterale del 

» tronco prismatico A d eguale ad 

» |(Aa+B6)\B+i(B/>4-Cc)\B+ICCc+Dd) AB4|(D<i-f-Ee)X 
» AB-(- f (Ee+F/') . AB-j- f (F/-f- Va) ■ AB, ossia (‘gitale ad 
ss | AB (2Aa+-2Bi+2Cc+2Di-H Ee +2FO ovvero al prodot- 
» lo di AB x(Aa+Bft-f Cc+Dd-j-Ee-H’Y) ma essendo Aa -f- 
r> Bò-j-Cc-J-D t-j-Ee-^F /— 6 . Oo sarà perciò la superficie laierd- 
» le del tronco prismatico A d , eguale ad AB . 6 0 o ossia a 
ss 6 . AB . Oo-, ma 6 . AB è il contorno della base ABCDEF, dun- 
» que la superficie laterale del tronco A d del prisma retto AQ 
» è eguale al contorno della base moltiplicato per la porzione 
» Oo dell’ asse che il piano segante tronca verso la base. 

TEOREMA III. 

» Se un prisma retto , che ha per base un poligono re- 
si gol are, vien segato da un piano , sarà il volarne del tronco 
» eguale al prodotto della base moltiplicata per la porzione 
ss dell' asse che ne tronca verso la base. 

» Sia A d (Fig.B) il tronco prismatico, che ha per base • 
ss il poligono regolare ABCDEF: si tirino dal centro 0 di que- 
» sto poligono al vertice de’ suoi angoli le rette OA, OB, OC, 

« OD, OE, OF : indi queste rette , e per Oo si tirino ultrei- 
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» lutiti pialli e sieno oa, ob , oc, od, oc, of , le comuni inler- 
» sezioni di questi piani col piano secante abcdef. 

» Verrà in questo modo a decomporsi il tronco prisma- 
» tico A d in tanti tronchi di prismi triangolari , in quanti 
» triangoli si è divisa la base , ossia quanto è il numero 
» de’ suoi lati. Ora nel tronco di prisma triangolare AO boa , 
» abbiamo 

““ Voi. AOB boa = | AOB(Aa+B6+Oo). 

» Similmente per gli altri prismi triangolari troncati, avremo 
Voi. BOC cob = ì BOC(B6+Cc+Oo) ossia 

Voi. BOC cob = 1 AOB(Bà-t-Cc+Oo) per essere BOC= 
AOB -, del pari 

Voi. COD doc = i AOB(Cc-f-Dd-fOo) 

Voi. DOE eod = f AOB(Dd-f Ee-j-O») 

Voi. EOF fot = ì \OV(E»+Ff+Ou) 

Voi. FOA aof = | AOB(F/--f Ao+Oo). 

» Addizionando quiete sei uguaglianze , ed osservando che i 
» volumi de’ sei prismi troncati , formano il volume dell’ in- 
» tiero tronco A d , si avrà 

Voi Ad=i\OB(2 . AO+2B6+2.Cc-f2. Dd+Ee— 2F/“-f 60o) 
» ossia 

Voi. Ad = J AOB (Aa4-B6-f-Cc+Dd+Ee-HY+ 3 0 o). 

>» Ma pel teorema l.° si ha 

Ao-f- lìc/ — Cc— f- 1 f . Oo 

» dunque sostituendo verrà 

Voi. Ad — ! AOB (tì Oo) ossia 
Voi. Ad = 6 . AOB . 0 o 
» ma 6 AOB = ABCDEF 
» dunque sarà 

» Voi. Ad = ABCDEF . Oo , cioè a dire che il volume del 
» tronco prismatico Ad è uguale al prodotto della base ABCDEF 
» moltiplicata per la porzione dell’ asse Oo. 

« Scolio. Avendo dimostrato nel corollario del teorema 4.° 
« che la somma delle perpendicolari abbassate sulla base dui 
« punti o , b , c , d , f ( Fig. B ) è eguale alla perpendico- 
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» lare abbassata dal punto 0, moltiplicata pel numero de’ lati 
»> della base ABCDEF , ne segue che se si applica la dimo- 
» slrazione di questo teorema al caso di un tronco dì prisma 
» obbliquangolo, si perverrà alla medesima conchiusione, cioè 
» che il volume di un tronco di prisma , che ha per base un 
» poligono regolare è eguale al prodotto della base, moltipli- 
» cala per l’altezza che ha il vertice del asse del tronco dalla 
» base , ossia che il volume del tronco di prisma obliquo A d 
» che ha per base un poligono regolare ABCDEF è uguale al 
» prodotto della base ABCDEF moltiplicata per la perpendico- 
» lare abbassata dai vertice o dell’asse 0 o sulla base ADCDEF. 

T E O B K M A IV. 

» La superficie convessa di un tronco di un cilindro 
» retto , segato da un piano inclinato alla base , è eguale al 
» prodotto della circonferenza della base , moltiplicata per 
» l’asse del tronco. 

» Sia il tronco AN (Fig. D) di un cilindro retto segato 
» dal piano MN obbliquo alla base, dico che la superficie con- 
» vessa di questo tronco è eguale alla circonferenza AB della 
» base, moltiplicata per l’asse 0 o del tronco. Infatti se que- 
» sta superficie del tronco non è eguale ad Oo x C*r. AO , 
» essa sarà eguale ad Oo , moltiplicala per una circonferenza 
» o maggiore, o minore di cir. AO. Sia in primo luogo eguale 
» adAÓXnó - o'O. Si iscriva nel cerchio AB un poligono re- 
» golure ; tale che i suoi lati non tocchino la circonferenza mi- 
» nore a'b 1 , e sopra di questo poligono si erigga un tronco di 
» prisma retto, che termina al medesimo piano MN. Ciò fatto 
» essendo il contorno del poligono iscritto ACDBFE maggiore 
» di cir. a'O sarà perciò contorno ACDBFE . 0 o maggiore di 
» cir. a 1 0 . Oo , ma contorno ACDBFE . Oo esprime la su- 
» perficie laterale del tronco del prisma, e cir. a 1 0 . Oo espri- 
» me per ipotesi la superficie convessa del tronco cilindrico AN, 

» dunque sarà la superficie laterale del tronco del prisma co- 
» strutto sopra di ACDBFE, maggiore della superficie convessa 
» del tronco AN del cilindro, il che è impossibile, per essere 
» il tronco del prisma iscritto in quello del cilindro. Dunque 
» la superficie di questo tronco cilindrico AN non può essere 
i) il prodotto di Oo per una circonferenza minore di ctr.AO. 

» Sia in secondo luogo questa superficie convessa del tronco 
» cilindrilo AN, espressa da Oo moltiplicala per una circon- 
» fcren/.a maggiore, e sia questa cir. «0 Si iscriva nel cerchio 
« «0. nu poligono regolare acdbfe , i cui lati non tocchino il 
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» cerchio ACB , e su di questo poligono si erigga un tronco 
x di prisma retto , che vada a terminare al medesimo piano 
» MN. Ciò fatto essendo il contorno di acdbfe minore di cir. 

•» aO, sarà il prodotto di contorno acdbfe moltiplicalo per Oo 
« minore di cir. aO , moltiplicata per Oo -, ma prodotto di 
« contorno acdbef . Oo esprime la superficie laterale del L roti- 
» co del prisma fallo su di acdbfe e prodotto di cir. aO . Oo 
» esprime per ipotesi la superficie convessa del tronco cilin- 
» drico AN, dunque sarà la superficie laterale del tronco del 
» prisma minore della superficie convessa del tronco cilindri- 
» co AN , il che è impossibile. Quindi la superficie di que- 
» sto tronco cilindrico AN non può essere espressa da Oo mol- 
» tipi icato per una circonferenza maggiore di quella della sua 
» base -, ma essa non può essere espressa ne anche da Oo mol- 
» tiplicata per una circonferenza minore di quella della sua 
» base -, dunque la superficie del tronco AM del cilindro sarà 
» espresssa da Oo, moltiplicala per la circonferenza della sua 
» base. 

TEOBEMA V. 

» Il volume di un tronco di cilindro retto, segato da un 
tì piano inclinato alla sua base , è uguale al prodotto della 
yt sua base , moltiplicata per l’ asse del tronco. 

» Sia AN ( Fig. D ) il tronco di cilindro retto , segalo 
» da un piano MN comunque inclinalo alla base : dico che 
» il volume di questo tronco è eguale al prodotto del- 
» f asse Oo del tronco moltiplicato per la base ACB. In- 
» fatti se il volume del tronco AN non è eguale ad 0 , > X ACB, 
» esso sarà eguale all’ asse Oo , moltiplicalo per un cerchio 
» minore o maggiore di ACB Sia in primo Inogo questo vo- 
» lume eguale al prodotto di Oo moltiplicalo per l’aia del cer- 
» chio minore a'c'b'. Si descriva nel cerchio ACB un poligono 
» regolare tale che i suoi lati non incontrino la circonferenza 
» di a'c'b', e su di questo poligono ACDBFE si erigga un tronco 
» di prisma retto, che vada a terminare al medesimo piano 
y> MN. Ciò fallo , essendo poligono ACDBFE maggiore di cer. 
» a'c'b 1 , sarà il prodotto di poligono ACDBFE, moltiplicato perOo 
» maggiore del prodotto di cerchio a'c'b 1 moltiplicato per Oo: 
» ma il prodotto di poligono ACDBFE per Oo esprime il volume 
» del tronco del prisma, ed il prodotto di cerchio a'c'b' per 0 o 
» esprime , per ipotesi il volume del tronco cilindrico AN , 
)> dunque sarebbe il volume del tronco prismatico che ha per 
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>1 base ACDBFE , maggiore del volume del tronco cilindrico 
» AN , il che è assurdo. Dunque il volume del tronco eilin- 
» dnco AN non può essere il prodotto di Oo per un cerchio 
» minore di ACB. 

» Sia in secondo luogo, s’è possibile, il volume del tron- 
» co cilindrico AN eguale ad Oo moltiplicato per l’aia di un 
» cerchio maggiore di ACB, e sia questo cerch o aedb. Si de- 
li scriva in questo cerchio il poligono regolare acdbfe tale che 
>i i suoi lati non incontrino la circonferenza ACB, e su que- 
ll sto poligono si erigga un tronco di prisma reno, che vada 
» a terminare al piano MN Ciò fatto: essendo poi gono acdbfe 
» minore di cerchio abed , sarà perciò il prodotto di poligo- 
» no acdbfe per Oo, minore del prodotto di cerchio aedb per Oo; 
» ma il prodotto di poligono acdbfe per Oo esprime il volu- 
ti me del tronco del prisma fatto su di acdbfe , ed il prodotto 
« di cerchio aedb per Oo esprime per ipotesi il volume del 
>> tronco cilindrico AN : dunque sarebbe il volume del tron- 
» co del prisma minore del volume d<d tronco cilindrico AN; 
a il che è impossibile. Dunque il volume del tronco cilindri- 
li co AN non può essere espresso dal pi odotto di Oo per l’aia 
» d’ un cerchio maggiore di ACB ; ma abbiamo veduto che 
» non può essere espresso ne anche dal prodotto di Oo per 
» l’aia di un cerchio minore di ACB, dunque esso sarà espresso 
» dal prodotto dell’ asse Oo del tronco moltiplicato per I’ aia 
» della base ACBD. 

» Scolio. La medesima d ; mostrazione potendosi applicano 
» al caso di un tronco di cilindro ob'iliquo, a base circolare, 
» ne s‘gue che il volume di un tronco di cilindro obbliquo 
» a base circolare è uguale al prodotto d Ila base molli pi cala 
« per la perpendicolare abbassala dal vertice dell'asse del tron- 
ii co ossia per l’altezza che ha l’ estremo dell’asse del troh- 
» co rispetto alla base. 

ii Avveri. Nel caso che l’asse 0 o del tronco cilindrico 
« AN non si potesse comodamente misurare , basterà di mi- 
» stirare due lati opposti AM e BN di questo tronco, e pren- 
» dere la m là della loro somma. Infatti nel trapezio AMNB, 
» ha 20o=AM=BN , e perciò sarà Oo= ì (AM-f-BN). 

FINE. 
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